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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的髙等学校 
大量采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮 
助了青年学子打好扎实的数学基础 T 培养了一大批优秀的数学人才+到了 60年 
代^国内开始编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材,但还在 
很大程度上保留着苏联教材的影响，同时, 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作 
为主要参考书或课外读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大 
革命前夕，苏联数学教材在培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不 
可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材, 
大家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏 
联的数学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行 
跟踪，能看懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上己造成了很大的隔膜， 
不能不说是一个很大的缺憾， 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与 
应用数学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会 
上，有数学家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建 
议将其中的一些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到 
髙等教育出版社的髙度重视.会后髙等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟 
悉俄罗斯数学教材情况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯 
的数学教材，有助于扩大视野，开拓思路，对提髙数学教学质量、促进数学教材 
改革均十分必要.《俄罗斯数学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天 
元基金资助，由高等教育出版社组织出版的. 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教 
材为主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有 
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适合大学高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版,但经多 
次修订重版，面目已有较大变化 T 至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在 
出版经典教材方面所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列 
的出版、将中俄数学教学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课 
程设置和教学内容的改革，对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发 
挥积极的作用，并起着深远的影响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 


人们在阐述拓扑学的原理时习惯上总把同调论置于最重要的地位.自庞加 
莱奠定了拓扑学的基础以来，同调论就一直被看成是代数拓扑方法的源头,在这 
个习惯性的源头中，只有基本群和覆叠空间来自同伦论. 实际上 在所有经典的 
拓扑学方面的书籍中（依本书的作者们看来，其中最好的一本是沙爱福和施雷 
发的《拓扑学》 （Seifert and Threlfall, <Topologio> )), 开始讲解的都是各种各 
样复形的同调理论.只是在最近阶段才考虑了（但仍然以同调论的视角）纤维空 
间的理论和关于映射的一般性同伦分类问题（即同伦论).与此同时，微分流形的 
方法从 20 世纪 30 年代便开始了令人感兴趣的发展 （惠 特尼 (Whitney) 等人)， 
它重新建立了对现代拓扑学根基的诠释。从这个新观点来看 T 人们发现，原来光 
滑流形的初等理论和基于它的同伦论~以及光滑的纤维空间的理论，在本质上 
最接近于分析理论，另外，在20世纪70年代期间，人们已清楚看到了恰恰是拓 
扑学的思想和方法的这种复杂性，在现代物理学中的不同领域中有了很重要的 
应用.出于这些原因，作者们认为绝对必要学习的，处在首位的拓扑内容应是光 
滑流形的理论、同伦论和纤维空间的理论.这些内容已包含在杜布洛文，诺维可 
夫和福明柯所著《现代几何学》的第 H 卷中.在本卷中我们假定读者们已熟悉 
了这些内容. 

另外，拓扑学自身的更加复杂问题（计算同伦群，光滑流形的分类等等）的 
求解，还有在代数几何和复分析的问题中代数-拓扑式方法的许多应用，都要求 
同调论方法得到范围广泛的发展.在现代拓扑学的文献中完全缺少那样的书籍, 
使人们可以从中吸取到前面所提到的，在拓扑学范围内应用的同调理论的复杂 
方法.现在的这本书把弥补这个缺口当作它的部分目的. 

* } 显然，回溯到髙斯、黎曼和庞加莱的最初的拓扑思想,那也是出现在这个基础上的1但在 
那时构建这样的拓扑学是不可能的 t 庞加莱开启了单纯复形的同调理论，为代数拓扑的基础 
提供了不同的精确构造> 




在阐述同调论时，作者们努力尽可能避免使用同调代数中的抽象语言，以使 
读者一直记住同调、闭环和边缘是些具体的几何对象.在某些场合,譬如与谱序 
列有关的那一节，那个自行加上的限制条件产生了某种难以消除的叙述中的缺 
陷，但是现代同调代数的语言和方法的系统阐述，正如经验所表明的，会引出还 
要更糟糕的缺陷，它制造了对同调论的几何意义理解的困难 k 在本书中对现代拓 
扑学的某呰基本方法（谱序列和上同调方法）虽然得到了叙述但并没有给出其 
正当性的证明+要做到这点则要求实质性地扩充本书的容量> 我们应该记住，这 
些方法的应用仅仅基于在所考虑对象内的形式代数性质，而没有利用这些所论 
证对象自身结构的语言.在书的结尾部分中，代数拓扑被应用于研究示性类的 
整体性质和流形上的光滑结构.作者力图使所给出的文献能引导读者去检索现 
代拓扑文献. 

在完成本书中编辑 B , M . GyxmTaGep 做出了很大的贡献+在他的指导下, 
许多地方己完全重写，同时也改进了许多证明，作者们感谢他所做的大量工作- 
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同调和上同调群.它们的计算方法 


§1. 作为闭微分形式类的上同调群，它们的同伦不变性 

同调群是流形的最重要的同伦不变量之一，我们在本书（即 [1]) 的第 I 卷： 
§19, §24, §25中己经使用过 它了； 现在我们对它做一个系统的阐述. 

对于同调群有好几种定义的方式1我们首先考虑通过微分形式来作同调群 
的定义（参看 [1 L 卷 ir : §25). 

我们考察在流形 Af 71 上的^阶闭微分形式（回想一下，这里的指标 n 表示 
流形的维数)，它的局部形式为 

uj = 八…八 dx lk , du = 0+ ( 1 ) 

il <- kk <ifc 

如果存在另一个 fc - l 阶微分形式使得^ =心卩则称此微分形式^为恰当 
的（或者，上同调于零的）（参看 [1], 卷 I ，§ 25 ,我们有 d ( cLu f ) = 0,即恰当形式是 
闭的 

定义 I 1 ) 上同调群 （线性空间) i ^( Af n ; R ) 是指所有阶闭微分形式对于 
其恰当形式子群的商群_换句话说， H k { M n ； R ) 是闭形式的等价类，它在恰当形 
式的范围内被 确定： 


OJ\ ^ U^2 表不 UJ\ — W2 ^ . ( 2 ) 

上同调群有下面的最简单的性质： 

D 在后面我们将遇到具各种系数的同调和上同调群的不同定义考虑到这些不同定义导出 
了相同的结论（见下面 5 § 6 , 14 ), 我们故意不引进表示其他各种定义的同调群的 记号- 
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裔醢1对任意流形 Af ' 群为 g 维线性空间，其中 g 为此流 
形的连通分支的个数， 

证明零阶形式即是流形上的数值函数 f ( x ). 如果零阶形式为闭，则 df ( x ) 
= 0. 这表明函数 f ( x ) 是局部常值的，即在流形的每个 连通分 支上为常数，零阶 
的佬準式不过是由 g 个常数构成的组为分支数.因为在这种情形下不存在恰 
当形式，故命题得证， □ 

如果存在流形间的光滑映射/ : M x ^ M 3 j 则确定了形式间的映射 w 
广 M , 使得 d { rw ) =广 (‘） （[1]，卷 [§25). 因此定义了上同调群之间的映射 

厂： H fc ( M 2; R ) — H fc ( M 1; lK )， (3) 

这是因为等价类由购上的变到上的等价类（在广映射下，闭形式变到闭 
形式， 恰当形式变到恰当形式).映射广是上同调群之间的同态映射， 

有下面的定理. 

定理1如果有两个光滑映射 


fl : Ml — * M 2 和 /s : ^1 ~^ 财2， 

它们同伦，则上同调群的映射 G 和 A 相等： 

fi = /2 : H k ( M 2 ； R )~^ 

证明设已给出了光滑的同伦映射 F :叫 x J — Af 2 , 其中 J 为线段1 < 
!<% F ( x ,\)= f l { x ), F ( x y 2) = h ( x ). 在 x / 上的任意* 阶微分形式 fi 具 
有的形状为 


H — u；i u )2 A dt ^ Q (4) 

其中 A 为 fc 阶形式，它的微分中不含 < 而吨为 fc _ 1阶形式，也不含微分由 
Mx xl 中选取的局部坐标常记为 （ Z 1 , … , x n , t ) = 其中 （: c 1 , … ， x n ) 
为 Mi 的局部坐标).设 U 为祕 上的任意的阶形式.于是形式 F*(uO = Q = 
Wl + A dt ^ 其中局部地我们可记 

UJ2 = E … k-i( T ，*) 祝 1 A … A dx Zk - 1 , 

ix <，”<h -i 

〉: bjr A * h • A dx^ h . 


w\ = 


作为闭微分形式类的上同调群，它们的同伦不变性 


^ 3 ^ 


我们在流形 M L x/ 上局部地定义一个 A: - 1 阶的形式^为 


on 


5 a 2 - 


) dx l1 A … A dx %k ^ 







我们有下面的重要引理 . 

引理 1 成立 “ 代数 同伦 ” 的公式（见 §2): 


⑸ 


d(D{F^{u;)))± D{d{F-{w))) = / 2 » - /r(^)- 
证明我们要证明，对 M lX / 上任意的形式 D 成立等式 


⑹ 


dD{n)^D{dQ) 



— G|t = l - 


⑺ 


设 i? = 叫 + U；2 A 此 我们来计算 dD{Q). 由定义，周部地有 


dD{Q) 






dx ^ 


dt ] dx^ A dx %l A … A dx tk ~ 1 , 


Dd{Q) = D(^i) + D(du; 2 Adt) 


EE 


<jk Q 


心 1 八…一 


E 


彿 jr.j 


dt 


^-dt A dx ^ 1 A … A da^ k 








，八 dx %k ^ x Adt 


由此我们得到 


dDQ ^{-l) k ^ x DdQ 


Y1 ( b h -^( x ^ 2 ) A ■ ■ ■ A dx jk 




n\t 


n \ t ^ 


等式 （ 7) 得证 - 现在如果 I? = 则 Q\t^2 = / 2 *M, = fn ^)- 引理证 

完 + □ 


回到定理的证明 . 设在财 2 上给出了闭形式 a ； ( 即如 = 0). 于是有等式 

- /r(w) = dDF m {u;) ± DdF m (u). 
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但是 dF *{ oj ) - i ^( i ) = 0. 因此我们有 - / rh ) = dDF ^{ u ), 即两个形式 
的差为恰当形式.这由定义表明，同态 

/r : H k ( M 2 -, R ) H k ( M 1； R ) 和 : H ' M 2 ; R ) 一 H k ( Mi ； R ) 

在（上同调的）等价类上重合.定理得证. 口 

回忆叫，第 I [卷§17中，称两个流形为同伦等价是说，如果存在那样的光 
滑映射 f ^ M 2 ,g : M 2 使得两个复合映射加： A / 2 — M 2 和 

gf : A/i ― > A/i 各自同伦于恒同映射 

Af \ ―> M \ (ar i — > x ) y M 2 M 2 (y ^ y )- 

例如 ； 欧氏空间 JET (或者圆盘 ^ = I ^ 2 })同伦等价于一个点 + 其 

证明用了 ] (T ( 或 Z >， 在其内形变为点的事实.确切地这表明，恒同映射 
1 : R n x ) 同伦于常值映射 R n -^0 (映到一个点). 

定理2同伦等价的流形具有相同的上同调群. 

证明设映射/ ： Mi ^ M 2 ,g : M 2 ^ M 1 给出了同伦等价性.考虑映射 
r : H k ( M 2 )^ 沪(地）和，： H k ( M ,) H k ( M 2 ). 因为映射介和同伦于 
恒同映射，故而由定理1知，同态 (fgT -扩广和 ( gf )* = / V 1 正是上同调群 
的恒同同态： 

1 = ( ff * : H k { M 2 ) H k ( M 2 ),l = 广 〆 ： H k ( Mi ) ^ H k ( Mi ). 

由此，同态广和扩为同构，且它们 互逆： 广=定理得证. □ 

注根据所证明的这个定理，对于所有那种空间 X ,如果能找到一个流形 
M D X 使得 X 是 ikf 的收缩，则只要令 

// fc ( X - R ) = H h ( M n , R ), (8) 

便能定义其上同调群. 

例如，8字形曲线并不是流形，但对它可以定 
义其上同调群，即按定义，它是区域舻\彳仏 U 
的上同调群（参看图 1). 

p 

推论1欧氏空间或圆盘的上同调群与一个点的上同调群相等，即 
当 Ar > G , H k ( W ^) 为零，而 H °( R n ) = 1^,即一维线性空间. 

由此得到所谓的 “庞加莱引 理”：局部地，在流形的任意点附近的区域 
中，所有闭形式^ (对其有 i = 0) 都是恰当的 ： u = ^ ? dcgo ;>0. 事实上选 
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取在点 Q 为中心的局部坐标中的圆盘 I> n ： | X ； - xf ；) 2 ^ 并对此圆盘 

应用推论1得到，当 （ > 0时 H k ( D n ) =0+ a 

对于 A : = 1的庞加莱引理已在分析课程中有所讲述 . 对 1- 形式^ = 
f k dx k ,dio = 0,我们有 w d 疋其中 F ( P ) = f k dx k , 其中的积分路径为 
在圆盘内从点 Q 到点 

现在我们来计算圆 S 1 的上同调， 

命题 2 圆#的上同调群为 

= Q,k > = R, 

H °( S u , R ) = U . (9) 

证明 显然，如果 A : > 1，则#的上同调群平凡（即等于扑另外，因为圆 
为连通，故 H °(5 1 ) = E . 为计算群 H ' S 、 我们引进坐标％其中 W 与 W + 2 7 m 
对任意整数 n 代表圆周的同一个点. 一 阶形式可写为^ = a (< p ) c ^ p 的形状，其 
中 咖) 为满足 a { 9 + 2 tt ) - a (^) 的周期函数.因为圆的维数等于1，故总有 
dii ) = 0.如果 a { ip)dip = dF , 其中 P {^ p ) 为周期函数，则形式 a ( tf ) d < p 是恰当的. 
显然， F ^) = 咖)#+ 常数，因此，函数 F (^) 为周期函数当且仅当满足条 

件 /{?” = 0或 hj = 0. 

因此，圆周上的 1- 形式 W = 卹是恰当的当且仅当满足条件 = 

所以两个形式叫= a (物 和叱= b (^) dip 定义同一个上同调类的充要条件为 
f sl ^ =/ sl ^ 2 . 所以我们得到 命题得证' □ 

推论去掉一个点的欧氏平面 M 2 \{ Q } (或圆环）的上同调群与圆的上同调 
群相同： 

H h { R 2 \{ Q }) = 0, k > l : 

\ g ) 二 H °( R 2 \ { Q }) 二 1 R . (10) 

注我们再指出计算圆的上同调的一个方法.我们对每个形式 - 
咖、知 给出相应的“平均”形式 

1 产 1 

Q = ^ J 0 _ + 咖「=; 

命题3 形式^上同调等价于么 

证明圆周妒到自已的变换 p H P + T 诱导出了形式 u;(<p + r ). 这个映 
射同伦于恒同映射.故而 w ⑹ + T). 对于 G 的枳分和的形状为 

上 + n ) Ar t ^ oj { ip ) ^ AT-j = iv ( if ). (11) 



a((f + r)dr 


<kp. 
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任意这样的积分和从而上同调于 U ；. 引理得证 
形式 G 可写为 


Uf ( ip ) = otd { p } 其中 


常数 


2 ?r 





事实上: 




2 ?r 



a(ip + r)dr \ dip 


2 tt 





(^) d ^ d^p 


2 ?r 



a(^)dtp dip . 


(可以说，形式 Q { ip ) 对于旋转不变: + 仰） = wM .) 

因此，我们对每个上同调类^给出对应的（对于旋转）不变形式 A 即一个 
实数，显然，这个对应是相互 一一 的，从而得到 HHS 1 ) = R . 

在下面，我们在计算紧的齐性空间的上同调时将推广上述的讨论， 

命题 4 定向闭黎曼流形 AT 1 的上同调群 H^M«) 是非平凡的. 

证明 考虑体积元 A 局部地我们有/? = VM 血 1 A … A 血".如果区域所 
选的局部坐标组与定向相容（即所有转移函数的雅可比为正)，则 P 是 n 阶微分 
形式，满足 / M „ ^ > 0 (这是流形的体积显然，因为形式 D 的阶等于 n , 
有= 0,如果假设/?=如，那么应用斯托克斯定理我们得到了 
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(因为为闭且无边缘导出了矛盾，命题得证. 


注如果闭流形 AT 1 是非定向的（例如， M 2 = RP 2 ), 则群 H ^{ M n ; R ) 
平凡； 我们将在§3中证明它.特别，在具负雅可比的变换下，体积元= 

A … A df 的行为并不像微分形式那样. 

设 ir ( M n ) - X ； H k { M n ) 为上同调群的直和.我们要在群 H *{ M n ) 中引 
进环结构+ k= ° 

命题 5设 Wi , U 2 为闭形式.于是形式和 （Wi 4- du > f ) A C 02 都为闭艰 
式，并且上同调等价. 


证明 根据莱布尼兹公式（参看第 I 卷， §25) 我们有 

d(Lt/ 八 U2) = A 0 J 2 士 u/ 八 dtjJ2 ― dii/ 八吨 ■ 


(13) 
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因此 

(tjji 4- duf f ) A + d { u / /\ W 2)+ (14) 

命题得证， 口 

根据这个命题，形式的外积在中给出了一个合理的乘法.因此，我 
们得到了流形 的上同调环. 如果叫 G 则积叫吨 

在空间中.这个乘法具有下面的反交换性质： 


( J 2 ^l = ( — l ) Pq UflLi >2* (15) 

我们来解释同调群的几何意义（准确的定义可参看后面的章节). 

如果 JkT 为任意的流形, ⑴为 k 阶闭形式，则可定义它“在闭链上的积分 ”i 
醤如，可如下进行：设为闭的 t 维定向流形+在此，我们所说流形中的 
“闭健”的意思是一个光滑映射 f : M k ^ 即偶对 

定义 2称积分为形式 w 在闭链上的 周期. 

设 N ^ 1 为任意一个定向流形，其边缘为 QN M ^ M k . 边缘是个闭的定向 
流形（有可能由几块组成).我们所说的“膜片”是指映射 F : 有 

下面的定理. 

定理 3 a ) 对任意闭链 （ M ' /)，恰当形式 uj = du ) f 的周期等于 0. 
b ) 如果闭链 { M k J ) 是膜片 ( N k + \ F ) 的边缘，即其中 M fc 为 N k ^ 的边 
缘，而则任意闭形式在这样的闭链 （ M '/) 上的周期等于 0- 


证明 a ) 如杲^ 于是按斯托克斯公式我们有 

f / V - f r ( d ^ f ) = f diru /) 二 [ /»0, (16) 

JM k J M k JM k JdM k 

_ 

这是因为流形 iv / fc 没有边缘. 

b ) 如果是的边缘（考虑其定向)，并且则由斯托克斯 
公式有 f f f 

/ 二 / dF % uj ) ^ / F *( du )) = 0. (17) 

JM k JJV ^ 1 JN^ 

定理得证， 口 


我们不加证明地引进下面重要的命题 + 

命甄 如果一个闭形式对所有闭链的周期均为零，则此形式为恰当的（参看 

㈣）- 


例 如果为球面，则当 A ^ O ， n 时 = 


■ 8 - 
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证明如果 h > n , 则由定义此命题显然 成立. 如果0 < A < %且 （ M \/) 
为任一闭链 t 则由萨尔德 ( Sard ) 定理（⑴，卷 JI , §10), 像 f ( M k ) 之外至少有一 
个点 Q € 因此闭链 ( M k J ) 实际位于 ] IT = S 〃\{ Q } 中.我们己经知道（庞 

加莱引理)， IT 1 中的任一个闭形式都是恰当的.故而当0 < A < ^时所有的周 
期都为零.最终有，当0 < * < n , ff k ( S n ) = 0. n 

可以用类似于计算圆妒的上同调的讨论〔见前面）得到这个例子的另一个 
推导，利用球面以上的运动群 SO ( n ^ l ), 可以把任意一个上同调类化为球面 
S 71 上对于 SO(n + 1) 不变的闭形式.不变形式 w 自身由其在球面的一个点上 
值所确定，同时在此点，这个形式应该对于稳定群 SO ( n ) C SO(n + 1) 不变.这 
样的形式除了在维数为0和 n 外并不存在（请验证!) . 

以类似的方法，我们哥以计算李群和对称空间的上同调群 . 

回忆⑴ 7 卷§6,称具迷向群 H 的群 G 的齐性空间 M 为对称的是说 7 如 
果在群 G 中给出了一个“对合”，即一个自同构 I : G ^ G , I 2 = I , 使得/|^ = 1 
(子群 if 中的点对于自同构 J 不变) 7 并且这时方程 T ( x ) = x 对于靠近单位元的 
解 I 给出的只是子群 H 中的元素. 

在这样的齐性流形 M 上，对应于每个点^定义了一个“对称使 g = 1. 
流形 A / 到自身的映射~是这样的：设 〆 : r ) 为 M 中的任意点；我们令 

g(^) ^ ^x(?(^)) = H9)( x h s ^i x ) == z ( 当 3 = 1); (18) 

其中 g 为 Af 上的作用群 G 中任意元. 

对每 个点& 映射〜 有确定的定义， 同时(^),是在点^的切空间上关于 
坐标原点的反射（参看卷 IJ 6), 特别，每个紧李群 G 是群 G x G 的对称空 
间.群 GxG 的作用定义为 


T ㈣ (x 卜 g， 1 . ( 19 ) 

对合 I 为 I ( g , h ) = ( h 7 g ). 迷向子群开为对角线 {(9,9)}- 对于群的单位元 
x — e 的对称〜.为 

M9)=9~^ ㈣ 

在任意一个齐性空间上有一些特殊的不变微分形式，使得 〆 w : u ;， g 为 G 
中任意的元素. 

不变形式的微分心仍然是不变 形式： 

g * du > = — du： r ( 20 ) 

两个不变形式的积_ A OJ 2 也是不变的： 


A Uf 2) = g 电⑴ 1 h — Wl A LJ 2 - 


( 21 ) 
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因此，在齐性空间 M 上定义了不变形式的环+这表明，对于任意的紧连通 
李群的齐性空间，其上同调环可以借助于不变形式来进行计算.对于齐性的对称 
空间成立更强的 命题： 

定理4设 M 为紧连通李群 G 的紧对称空间.我 们有： 

a ) A / 上任意不变形式为闭； 

b ) M 上任意的闭形式上同调（等价）于一个不变 形式； 

c ) 非零的任意不变形式的上同调类不等于零. 

证明 a ) 设 w 为阶不变形式.考虑形式 A 我们来证明形式2也 
为不变.由等式 （18) 有 

= T Ig s ^ ( T 9 ^ g ). (22) 

事实上 如果 y = AOr ), 则 

以及 

s x T g Th { x ) = s ^ Tghix ), 

于是 

T；Q = { s , T g Y ^ = 40 = A 

即: D 为不变形式. 

因为〜 定义了在点 X 的切空间上的反射，故有= (- D ^ u . 

又因为0；和2都是不变的 T 从而上面的等式对于任意点: T 都成立，即 

G = (-1 )V (23) 

所以，必=(― 1)*^. 然而 A ： H -1 阶形式 dQ 和 diij 也为不变，因面 s%duj — du ). 
按上面一样的论证（这时这些形式的阶为&+ 1) 我们便有 

= (-1 产十 1 dw . (24) 

就是说^ = 0,定理的第一部分得证. 

b ) 设流形衂上的形式^ 为闭： 心= 0,由紧性,在群 G 上存在不变度量 
(基灵 ( Killing ) 度量）（参看 [1], 卷 I ，§ 24 和卷 E , § S ). 这个度量定义了不变体积 
元,我们以 d ^( g ) 表示它： 

dfiikg ) = d / i (5). (25) 
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法化这个群 G 上的体积元， 使得整 个群的体积为1: 


/ = 1- 
Jg 

我们由形式 w 定义形 式&为 


il ) — 



( 26 ) 


(27) 


我们来验证 形式& 为不变^井且上同调于形式^计算形式得到 

= / l^^ujd^g) = f T l ^u)dfj ! [hg) 

3 c? t/ ci 

=f T;wdfi[g r ) 二 Q ， (28) 

Jg 


其中/ = 岵（这个变量变換是光滑且可逆的)， 

因此，形式^为不变的.我们再来证明&与^为上同调等价.流形 M 到 
自己的映射％同伦于恒同映射.事实上设 P ⑷为群 G 中的一条连接点 5 和 
群的单位元的曲线（我们已知群 G T 是连通的).于是 T g { t ) 是所求的 冋伦, 那么由 
定理1知，形式与 W 上同调等价：因此， 

1 = J T ; u ) dfi ( g ) 〜 j ojdtt ( g ) = ⑴ J dfi ( g ) (29) 


定理的第二部分得证. 

c ) 现在证明，在紧对称空间上的不变形式不可能上同调于零（假定此形式 
不为零).我们应该记得，在流形 M 上可以引进对于运动群 G 不变的黎曼度量 
(^)(参看[1】，卷1，§8).流形上的黎曼度量定义了此流形上微分形式间的内积- 

形式 w 的自身内积为 

{u) ， uj) = I uj A (30) 

JM 

当 w # 0 时这个量总大于零.事实上，如果 


则 


u = ca L ^i k dx %1 八…八 dx %iz ^ 


j w A 似 = j H h ilJk a “” A ■ A dx n > 0 


(其中（沾）是 ( hij ) 的逆矩阵， h = det ( hij),n = dimAf ). 

设 w 为一个不变形式.由于度量的不变性，所有算子与算子 * 交 
换.因此形式仙也为不变，从而为闭： d*u = 0 . 
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我们假设 u = duf f . 于是 d{uj f A — dco f /\ oJ f f\ d ■* u) ^ U) A 由斯 

托克斯公式我们得到 

= I to A = I d(o /八， oj ) = Q . (31) 

Jm Jm 

就是说，形式 w 恒为零.定理得证， □ 

现在考察例题. 


例1 环面 7- = R n / r , 其中 r 是 n 个线性无关向量生成的整系数格.环 
面是紧阿贝尔李群. 

设 < …为，的欧氏坐标.所有形如 f \ …/ \ dx % 的形式是 R " 
上相对于平移群的不变形式.所以它们也定义了环面:^上的不变形式.如果 
形式 w = a il . r . i k ( x ) dx il A ... Adx ik 在环面上不变，就是说， 

+ 3 /) 二 a^.^ix), ( 32 ) 


即形式 o ; 的系数为 常数: 


=常数， (33) 

因此 ,上的任意不变形式是 dx \--, dx n 的外积的常系数线性组合， 

结论环面的上同调环 am 为一阶元素…， e n 构成的外代数 
A ( ei , - - 这里的 Q 就是弟式 rfd 的上同调类. 


例 2 紧李群 G 的不变形式为群上的双不变微分形式（相对于左和右平移), 


先考虑 G 上的左不变形式.例如取值于群 G 的李代数 S 的左不变向量值 
1- 形式= g ~ l dg . 对于矩阵群其中分 = (gikldg = ( dg ik ) 是分量为 
d 9 ik 的矩阵，^也是由形式组成的矩阵^ = ( u >^). 

对上面同一个 a ; 有另一种构造方法，这时不再利用群的矩阵表示，因而对 
任意的群 G 都适用，设 （为群 G 在其一个点 ff 上的一个切向量.对 f 进行左 
平移后，我们得到群单位元上的一个切向量，即李代数0中的一个元1 

形式 w 的每个分量都是左不变的： 

^{ hg ) = g ~ l h ~ 1 d { h 9) ^ 9一 1 如= w ⑷. （ 34 ) 

设为左不变 1- 形式空间中的基，对于矩阵群而言，作为微分 
形式，炉可取为^ = (‘） = g ^ dg 的分量中的线性无关组，例如，对于群 
G — SO ( n ), 这时矩阵为反称，可以取形式 < k 为基， 

引理 2 左不变 1 - 形式的空间的维数等于这个群的维数. 
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证明 任意一个左不变 1- 形式0完全由它自己在群的单位元上切空间所 
取的值决定，而每个值又可以被一个左不变 1- 形式取得 T 引理得证. 口 

推论 左不变1 形式的空间等同于群 G 的李代数 S 上的所有线性函数的 
空间 0' 

在这里，李代数被看成为群单位元上的切空间. 

引理 3任意左不变形式 w 有形式 

^ ^ A ■ ■' A (35) 

1 ] < -<ik 

其中为常数 i 

证明 由引理2,在群的单位元上形式 w 的形式为 

E a Tl … 以 ”㈤ 八 … 八『 （ e)+ (36) 

根据形式^和中的左不变性 T 等式 （36) 在群的任意点均成立.引理 得证. □ 

推论 李群 G 上左不变形式的代数同构于外代數 A ( g *) 7 其中 f 是李代数 
g 上线性函数的空间.换句话说，这个代数同构于李代数0上的反称多重线性空 
间的代数. 

我们要弄清楚，在左不变形式中哪一些也是右不变的 T 我们注意到，对形式 
a ; = g ^ dg 进行右平移 h - 1 时，它以下面的样子进行 变化： 

u | —— v = hioh~ l . 

于是我们有 

引理 4 Af 中的反称多重线性函数:…，凡0对应一个右不变形式 
当且仅当它满足等式 

WhXWh , hX k h - 1 ) = ^( X ir - , X k X (37) 

其中 / i 为群 G 中任意的元素， 

结论 连通 紧李群 G 的上同调环同构于环它由李代数0上的反 
称多重线性函数中对于内自同构的不变元构成. 

设 <，〉表示群 G 的李代数 G 上的基灵形式+我们定义李代数 S 上一个三 
元线性函数 n { x , Y , z ), 其中 


Q{X,Y,Z)^{[X,YIZ). 
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作为闭微分形式类的上同调群.它们的同伦不变性 

由于基灵形式的不变性（参看山，第 I 卷， §24), 形式 P 是反称的，此外，由等式 
[ hXh -^ hYk - 1 ] = h [ X , Y } h ~ l 又知对于群 G 的内自同构不变.故而我们有 

命题 ti 设紧李群 G 具有非退化基灵形式（即非阿贝尔群)，则群非 
零+ 

例3设 M 为群 G 的对称空间、 F 为其迷向群.固定流形 M 中一个点& 
我们得到了映射 G ^ M , 它把群中元素 3 变为 P ( g ) = T g ( x ). 整个子群开在 
P 下（只有这个子群）变成了点如果 w 是流形 M 上的一个形式，则在群 G 
上定义了一个形式 p ^. 这个形式在子群 F 的切空间上化为零，子群打的任 
一个左陪集 在 p 下变成一个点，故而形式，^ 在群 JJ 中元素的右平移 
下保持不变. 

设 w 为流形 A / 上的一个不变形式.于是形式便是群 G 上的左不变形 
式- 

定理5设 A / 为群 G 的齐性空间， H 为其迷向群.于是在 M 上的不变微 
分形式的环同构于外代数 A inv (( g/hn (其中 A , 为子群 F 的李代数)，即 0 上的 
那些反称多重线性函数构成的代数，这些多重线性函数在&上为零，并对开中 
元素对应的内自同构木变. 

证明我们对 M 上每个不变形式 w 有一个相应的群 G 上形式 pV . 由于 
形式， w 为左不变，并在 h 上化为零，故而定义了 A (( Q / hT ) 中的一个元素.形 
式夕 w 另外又对于群 F 中元的右平移不变.由于这样的左不变性，这就足以得 
到形式对于群 H 中元的内自同构不变性.定理证完. 口 

例 4 计算复射影空间 

CP n ^ U { n + l )/ f /( l ) x U { n ) (39) 

的上同调环. CP n 是紧对称空间. mU ( n ^ l ) 为连通和紧的.因此的上同 
调环可通过不变微分形式定义 1 

设（/ ; …，，）为 CP rt 的齐次坐标，即 €^ +1 \ {0} 上的坐标，差一个非零 
复因子被确定.考虑在 C Ti + 1 中的一个实微分 2 形式 

Q = l - Y J dz h J \ dz k . (40) 

2 fc 

我们仍以 0 表示上面这个形式在球面 S 2n+1 : f ： U fc | 3 = 1 上的限制.形式 D 

对于群+ 1 ) 不变.我们来证明这个形式可上的一个形式 u ; 得到: 
二其中 p : S 2n+l — CP 。 为自然投射. 
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必须验证在变换 

Z k ^ dz k ^^{ dz k + iz k d ^ p ) (41) 

z k e ~^ z k , dz k e ~ i ( p ( dz k - iz k d ^) (41。 

下，形式变到自己^ 

在球面 S 2n+1 : f； /鈔=1上，我们有 E ^ k dz k + E ^ h dz k = 0;故而 

k —0 

• ▼ p 

- Edz k A dz k ^^ dz k A dz k + idip A 1 L { z k dz k -h z k dz k ) - - Y , dz k A dz k . 

2 2 2 

因此，我们得到了对称空间 CP n 上的一个不变2-形式 a 由于对 A; S n， 的 
外幂非零（请验证!)，则相应的幂 d 也非零. 

结论复射影空间 CP " 的上同调代数包含了多项式代數 CM , 
它由2形式 w 生成，满足/+ 1 = 0. 

在§4中我们将证明在 H *( CP ^) 中再没有其他元素了. 

§2. 代数复形的同调群 

定义1称运算写为加法的阿贝尔群 C 为（链或上健）复形是说它 满足： 

(1) 群 c 可以表为其子群 q 的直和 c = E 称 A 为它的维数或次（可 

以说，群 c 为分次群). 

(2) 给出了线性算子（同态 )0 : C4 — C k ± i 使得⑽= 0 ; 对每个 fc ， 同态0 

提升（或降低）次数1: d { c k ) c CV +1 (或 d ( c k ) c c h ^ i 如果 c Q +1 ，则 

称其为“上链”复形.如果^^ c 则称其为“健”复形. 

定义 2 链复形 C 的 A： 维同 调群迅 (C) 是一个商群 


H k ( C ) = Z h / B h , (1) 

其中 A = Ke 6 (即 dz k = 0) 是 A ; 维闭裢 ， 私= Im 5 = 0 C k +1 ( B k C Z k ) 为边 
缘子群，上链复形的上同调群为商群 

H k { C ) ^ Z k / B k , (2) 

其中上闭链群= Kerd , 上边缘子群於= dCn 称直和 H ,( C ) = E ^ k ( C ) 

k^O 

为总同调群， H -( C )= E H k { C 、 为总上同调群 - 


§2. 代数复形的同调群 
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例 1对每个流形都有一个相伴的这个流形上镦分形式构成的复形 
C = t Cl 这里的 Q 是流形上的所有（光滑的) 形式； 算子 a : Q 4 

是外微分 算子： d = 汉在§1 中，我们称这个复形的同调群为流形的上 

同调群 ， 

例 2在李群上，或者在对称空间上，可定义不变微分形式的复形.所有这 
样的形式都是闭的，因而算子 d = d 在此时为零.由定理 1.4 知，这个复形的同 
调群（对于对称空间）同构于整个微分形式组成的复形的同调群. 

在下面的各节中，我们将遇到各种复形的例子. 

现在设有两个复形 

定义 3 如果一个保持分次的同态/: c (1 ) — 与微分运算 交换： 

/谷⑴= 0 ⑻ f ，C cl 2 ), = 0 T 1， ■ ■ ■ ， (3) 

则称 / 为 复形的同态. 

成立下面命题： 

命题1代数复形的同态/ : C ⑴ — c 〔2) 诱导出同调群间的同态： 

/： H k ( C ⑴， )） 一 H k ( c ^ 2 \ d^),k = tu , …. （4) 

证明同态/把闭链 Zp 变到闭链 zH 边缘又映到边缘其中 
k 为任意.因此它定义了同调群的同态.命题证完. □ 

例如，流形间的光滑映射 [• M — N 定义了在这两个流形上的微分形式复 
形间的映射广，它按相反方向进行： 

广： C ( N ) — C ( M ). 

这个映射是线性的，并且对微分交换:对任意形式^有 r ^ = dp ^ 因此 
r 为微分形式复形间的同态. 

定义 4 设/ : C (1 ) — , ^ 是代数复形间的两个同态.如 

果存在同态 D : C ⑴ — C ⑺使得 

Dd a) ± d {2) D =- f -g, (5) 

则称这两个同态（代教）同伦. 

如果算子 d ⑴， d ( 2 ) 提升（降低）分次，则映射 D 降低（提升） 分次： 

D { Cl ) C cf ^ iDid ) C Cf ^). ⑹ 
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命题 2 复形间同伦的映射诱导出同调群间同一个 同态： 

f = g ： H k [C ）一 H k {C (2 \d (2) ). (7) 

证明如果 a 为闭链: 3 ⑴以 = 0 ,则 

f ( c k ) - g { c k ) = ⑴士 d ^ Dc k = ± d ^ Dc ky 

即在同调群迅中 f ( c k ) ^ g ( c k ) t 命题得证， □ 

定理 L 1 在上同调群的同伦不变性的证明中的构造给出了代数同伦的例子. 
在下一节中还会见到其他的例子. 

定义 5 设心为群的秩，称形如 

X(C J 0) = E 卜 1)、= ^(-l) fc rank(7^) ⑻ 

jt^o 

的交错和为复形 ( C , d ) 的欧拉示性教. 

命® 3 复形 { C , d ) 的欧拉示性数等于下面的数： 

x(c,a) = X；(-i) fc ^nkc fc . ⑼ 

k^a 

证明设 A 为闭链群厶的秩 为边缘 B k 的秩 . 于是对这两种秩我们 
有关系： 

bk = 外 一 fh' (叫 

&二 raiikCjt+i - Sfc+i- (11) 

设算子 0 降低次数.于是 

bk = + ^k+i - rankCft+i 


从而 

^2( 一 1)% =z 0 + ^2{-l) k+1 rank(C k+1 ). 

k^O fc^O 

因为句 = rankCo, 故命題得证（显然，在算子 3 提升分次 1 的情况时命題也成 
立). □ 

设 G 为任意阿贝尔群（其运算写作加法).定义复形 S C k ® G , 
称为“系数在群 G 中的链复形”. 


§2，代数 复形的 同调群 
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我们记得，两个阿贝尔群的张量积 A 05 是由所有形如〜 eA y bie 
B 的所有可能的有限和组成，其中运算 ® 满足条件： 

(a\ + 勿 )0 6 = ai ® 6 + a2 0 b ， 

a ® (bi + & 2 ) = a ® h + a ® 

由此立即得到有用的关系式： ma^b = a ^ mb J 其中 m 为任意的整数 - 

习埋 1证明对任意群 G 成立 G ® Z = G , 计算有限循环群的张量积 
X m ^ Z n . 证明， 任意有限阿贝尔群与实数（或有理数）群的张量积等于零. 

在形如 c k ^ g , c k ^ C k , geG 的链上，算子0的作用为 d { c k ^> g ) = dc k ® g , 
将其线性扩张到整个群 C ® G 上，显然关系式 dd = 0 成立.称复形 C ® G 的 
同调群为复形 C 以群 G 为系教的同调群，记为 

H fc ( C ; G ) = H k ( C ^ G ). 

设 G 为写成加法的阿贝尔群， ( C ， d ) 为链复形.我们引进对偶的上链复形 7 
即取值于 G 的所有线性形式（同态)以 Hom (0 ; G ) 这个代数中的记号表示 
它.我们有个自然的分次和： 

C * = (12) 

说为 c k 上的线性形式）和边缘算子斤，它对偶于 

U: — d:c k —c k —u 

其中 

( d * x , c ) — ( x t dc ); C^x C *- (13) 

我们有 = 0. 通常以 H k ( C ; G ) 记上同调群 Hk ( CH 并称其为复形 C 在 
G 中取值的上同调. 

设 G K 为域（例如，实数域 K = U } 复数域 K = C t 有理数域 K = Q 或 
者由 P 个元素组成的有限域 Z p , 其中 p 为素数)，并设 C 为域 K 上的有限维线 
性空间 Q 的复形，有定理： 

定理1线性空间沪 ( C ; K ) 和 H k ( C ) 相互 对偶; 特别，它们具有相同的维 
数. 

证明 假设算子0降低分次.我们证明，中的元素汐为中的上闭 
链当且仅当 ( c k , B k ) = 0,其中风 C Cfc 为边缘子群 * 事实上，对 CWi 中任 
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意元4十 1 有 0 = ( d ^, c k+1 ) = ( c ^ dd ㈣ ). 反之，如果 ( c k , dc k ^) = o , 其中 
Ck +1 G C k +1 为任意元素，于是 d * c k 在任意这些元 心 +1 取零值. 

因此，我们已经证明了复形 C - 的上闭链空间与在边缘空间凡上取零 
值线性形式的空间相同，由于每个空间 Q 为有限维的，故复形 （ c *; r 与复形 c 
相同.因此闭链空间厶等同于 q 上那些在边缘子空间丑纟为零的线性形式的 
空间.换句话说，是在 A 上为零的线性形式. 

按前面所证明的，我们知道 q 中每个元素 〆 ，满足 d * c k = 0时,便定义了 
在 Ih { C ) 上的一个线性形式.另外，空间和札⑹的维数相同 * 定 
理证完 . n 

我们来定义两个复形 （ cw ， 氺…和(^ 2 >,^)的张量积运算， 

我们已知，如果 A 和5分别为两个以 (an - - ，化） 和（心，."为基底的 
线性空间，则张量积 A^B 是以 ai 桃 3 ，i ™ 1, ■ — , s,j = 1，… T p 为基底的空间，它 
由条件（义1<21+\叱)©6 =和 

定义，其中 A i ? A 2 为标量.（如果这个问题是关于用加法表示的阿贝尔群4和 B 
的，那么 A 就只是整数（参看前面习题1前的内容 ；).；！ 

我们令0 = 5： 其中 

Cfc = (C^)@C ⑵) E (14) 

p+g=te 

a(4 1} ©4 2 >) = p ⑴ 4 1 )) ® + (K 1 ) ® ( 15 ) 

容易验证 00 = 0. 

定理 2 设 C (1 > 和 C (2) 为任意域 K 上的线性空间的复形.对其张量积的 


同调群有公式 


H k ( C { i } 0 C {2) )^ Y 1 ^ p ( C {1) )® H q ( C i2) ) (16) 

p+q=k 

(重要的情形为 K = R , C , Q , Z p ). 

为证此定理我们先要证明一个辅助命题. 

引理设 C = 2 为域 K 上线性空间的复形.于是在每个空间 C „ 中 

71^0 

可选取一组有限基使得算子3作用为 

3 x n，i = ^Vn,j ^ 3h n 、l = ()• ( 17 ) 

证明 由公式 （17) 可清楚看出向量如/为边缘，向量为闭链，但不是 
边缘，并且给出了同调群 H n ( C ) 的基； 最后，是链空间的基中不是闭链的部 
分.因此我们所需要的这组基底容易从空间开始，经归纳得到. 
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单纯复 形. 其同调和上同调群 > 二维闭曲面的分类 

定理的证明在这两个空间和 d 2) 中分别选取上面给出的标准基底 

和 （4 2) ^ 2 U〖 2) ) (我们略去了标出相应空间中基向量个数的指 
标 )1 我们来构造空间 C, - £成)⑭ cf) 的标准基.第一组向量（非闭链)： 

p + q=k 

x pg = x ^ 1} ®^ 2) ； x v 1} ® vf ] + ； 

〜二 4 1 )®4 2> ; ^ - (-irh^^x^ (is) 

(在这些公式中其下标都有 p^-q = k ). 

边缘的基 向量： 

^ = 4-1®^+!- (-1) P +1 X ^>®4 2 ^ 

= 必)③ 4 2y , > = v ( p ” ② d 兑=吟 1 )⑧必) ■ ( 19 ) 

向量组 (18),(19) 为线性无关（请验证 !)； 现在要得到空间 q 的基还必须补充形 
如 + g 二 fc 的向量.我们来计算算子3在空间的基上的 作用. 由公 
式 （15M17) 立即可得 

dXpq ― bp } q—i f d(lpq = OoCpq = ^Yp—l^yd^pq Sp^q^i 

db pq = dy pq = dy pq — dd pf! = d(h^ @ ^ 2) ) = 0 7 

即空间的这组基确实是标准的， 因此， h { ^^ hf \ p+q = k 给出了空间 

G ^) 的基，这就是所要证明的. □ 

§3. 单纯复形.其同调和上同调群.二维闭曲面的分类 

我们现在来讲述对同调和上同调群的另一种不同的方法和定义，它大大地 
拓展了这个理论的应用范围. 

定义 n 维单形 . 0维单形即点 M；1 维单形为线段 K«i]；2 维单形为三角 
M [«0«1«2]； 3维单形为四面体[邱叫叱％](图 2 )- 


0 谁 1 维 

a b 

图2单形 



由归纳，如果 n 维单形# = K«1 ■ -«n] 己定义，并在 n 维空间 IT 中, 
则为了构造 n + 1维单形，需要在这个超平面 R" c R ft+1 之外取一个新的顶点 
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井且考虑所有连接新顶点 a n +1 和单形 [勿 …叫]的点的线段上所有点的 
集合即可.这样所得到的就是 n + 1维单形 [ a 0 ■ ■ ■ Q , + 1 ] = F +1 . 

更一般地，称欧氏空间中 n + 1个点 (顶点) 的 ft 包为 n 维单形. 
n 维单艰 [ a 0 ■ ■ ■ a n ] 的边缘是那些由顶点张成的各个单形：[邮… 

[ a 0 ai - - - 2知]， … ，[叫 ■ ■ a n ]. 于是，第 i 个边缘是由点组[邮 ■ . ct n ] 中去掉 

第 i 个顶点％得到，它是这个顶点所对着 的面; 单形#的第〗个边缘 cf 1 为 

(7 ^~ x — [ a 0 , - ■ ■ 0^ ■ ■ ■ a „] ⑴ 

(去掉第 i 个顶点). 

从单形 [ a0 中去掉任意多个数目的顶点可以得到低维的面. 

定义1单形的 定向边 缘为形如下面的边缘的形式线性组 
合： 

n n 

da n = d[ao ■ ■ ■ = ^(-1) V ^~ X . (2) 

i =0 i =0 

例如，对 0，1,2 维单形，我 们有： 

d[a 0 \ = 0, (3) 

a [ a 0 ari ] = [« i ] - [ a 0 \, ⑷ 

diaoa^] = [ai« 2 i - [a 0 aa] + [cto … 1. (5) 

由图 2 可清楚看出，带符号的边缘对应了自然的定向. 

引理1对 n 维单形 5 我们有公式 


3 c ? [ao - - ■ a „] = 0 + ⑹ 

证明直接计算即可，例如，对2我们有 


^t^oOfias] = [aiaa] — [aoti^J + [aoQi], 

^[aoa,a 2 ] - {[a 2 ] — [ai]} - {[a 2 ] - [ao]} + {[qi] - [a 0 ]} - 0. 

对所有 n 情形的计算是相 似的： dda - - afEf - Dvr 1 )； 在这个和中 t 

\ i — 0 / 

边缘 a ^~ 2) 出现了两次（顶点消去) ； 它们各在边缘加 f 1 和扣 Sy 1 中， 
并具有相反的符号， □ 

定义2单纯复形是由一些任意维数的单形组成的集合 ； 它们具有下列性 
质： 

1) 其中任意单形连同其所有维数的边缘均属于这个集合； 

2} 两个单形如果相交（即有公共点）则只交出某个维数的整个边缘，并且这 
时只交于一个边缘. 




单纯*形.其同调和上同调群.二维闭曲面的分类 


有限单纯复形是指由有限个单形构成的复形 . 

把有限单纯复形的所有顶点按某种方式重新排序为 ao , a lf -- 于是 r 
维单形 - 7 ^]由在上述排序中某个顶点的子集合决定. 

设 G 为一个任意的交换群，其中的群运算写为加法 （+). 单纯复形的维 
链是指形如^ 的有限的形式线性组合，其中 q 为不同的 A ; 维单形， 

它按所给的复形的顶点排序给出，而其中的^为群 G 中的元素.链的加法定义 

为：如果 a = Y ^ iA 二则 以十 4 = 1：(仏+ ¥)心于是,链构成了一 
个阿贝尔群> 

链的边缘是一个 - 1维链，定义为 

3c fc = ^gid<7i. ⑺ 

_ 

I 

显然有公式（由 引理❶ ddc k = o , 

闭链是使如 t 二0的链〜闭链也构成了 群心. 同调于零的闭链（边缘）是 
这样的闭链使得〜这些闭链构成了边缘群 

定义3称所有 A 维闭链群 A 对同调于零的闭链的商群为单纯复形 
M 的同调群迅(两个闭链等价是说4〜4'二^^1). 

我们感兴趣的情形是 G = Q (有理数 )， G - 二 C ' C ; = 1 (整数 )， G = Z 2 (模 
2剰余域)和更一般的 G = Z m (模 m 剩余，特别当 m 为素数时为域).当 
G = R 时所有的 H ,( M ： R ) 为域 R 上的线性空间.空间的维数~被 
称做复形 M 的第； 个贝蒂 （ Betti ) 数. 

对于有限单纯复形可以定义 欧拉示 性教： 如果为复形 M 中 i 维单形的 
个数，则复形 M 的欧拉示性数等于 

X (M 卜乙 (-l)S. ⑻ 

定理1 设匕 为空间 H ^ R ) 的维数（贝蒂数).于是有等式 

X ( M ) = E 卜 ⑼ 

i>0 j>0 

证明 i 维链群 Q 是维数为 T 的线性空间，于是由命题 2 .3得到此定理的 
证明. 口 

注欧拉示性数 x ( M ) 可以定义为（参看卷 I , §15) 向量场（或光滑函 
数）的奇点指数的和 . 那么，我们现在能用同调群来计算它了 1 

我们现在来定义它的对偶，即 fc 维上链汐，这是维整数系数链复形 M 上 
的线性函数,它取值于群 G . 因此, ± Mc k 对每个维单形〜有一个伴随的 G 



同调和上同 调群. 它们的计算方法 


中元素^(^),其中 


(^(aan + ba i2 ) a ^ fcrn ) + b ^( a i2 ). 


a , &为整数.这些线性函数的和仍是个上链，故上链构成了群, 
任意链/的上边缘知 fc 是个0 + 1) 维上链，由等式 


^C fc (<7») — (^(d(Ti) 


( 10 ) 


定义（或者以§2的记号表示： J = &)，其中巧为 A + 1维单形.有砧= 0,事 
实上， 

66 c k ( ai ) — Sc k ( d ( Ti ) = c k { dd < Ji ) = 0. 

上闭链为满足= 0的上链 C fc ，(上同调）等价于零的上闭链 表示一 = W-K 


定义4上同调群 H k ( M ； G ) 是上闭链群对于等价于零的上闭链子群的商 


群 （ 


c k， 表不 C k ’ C kf 



2 ) - 


上链复形对偶于单纯链复形.对 G 二尺为域的情形，由定理2,1能得到 
推论空间払 ( M ; K ) 和把(政巧的维数相等，其中 K 为域. 

考虑 G - Z m ( modm 剩余）情形. 设 ； t e H q { M \ G ), 井设 S 为由 ar 
x ( modm ) 给出的整系数链.我们有 


dx 


mu 


，或 


dx 


m 


在整系数链群中成立.如杲元素 i 在 ; r e i / g ( M ； Z m ) 的同调类中变 化：无 
x -\- dy- {- juz, 我们则得到了 


―> 


㉟ —竺 +如 = ^ +dz = u + dz . 

m m m m 


此时有加 


因此，有一个有明确定义的“博克斯坦 （ Bockstein ) 同态' 井且是唯 一的: 


fc 

x ^ ,其中 ^(modm) 〜 x e H q { M \ Z m ), 


(11) 


类似地，在上同调情形，我们也有同态 




(12) 
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命题 1设:于是在中久1 = 0当且仅当: C 由 
中的元 y 经 modm 约化 得到： 

x — y(modm) d^x = 0. 

类似地，在上同调中： r = y(modm) S^x — 0, 其中 x G H q ( M t X m ),y E 

证明如果 ; r = y ( modm ), 则可选取企使得淑= 0,并且在 H q - i ( M ; Z ) d^x 
= — =0. 反之，如果札怎在 ^_ i ( M ; Z ) 中为零，则 — = dz , z 为某个链.令 

m ^ ^ m 

y = x — mz } 于是占 y = 0, y(modm) = x. 命题 得证， □ 

于是，氏和&的意义在于使我们能在 modm 约化同调群中识别出它们在 
整系数链中的像. 

另一个 应用： ^^- i ( M ; Z ) 中的像 0 + ff g ( A /; Z m ) 给出了 中 

满足 mu = 0的元素 u (烧元).事实上由定义， d 年 ( mx ) = m ( d ^ x ) = 0,反之，如 
果 mt ? = 0,其中？; e 则有某个整系数环 i 使从而有元 

素 a : ，士 ( modm )， 使得 x € H g ( A /; Z m ) ，且見 怎 = t 

I 

例对 A / = RP 2 , 则有 a : G H 2 ( RP 2 ; Z 2 ) = Z 2 ,x ^ 0. 那么，汰 : r / 0于 
/^( ILP ^ Z ) = Z 2 中. 

习题 1证明对所有非定向流形 A /， 在群 H n [ M ' Z 2 ) 中有一个闭链 [ A /-] 
= A 使得^^#0,并且 d,x e 的阶数为 2. 

例对于上同调群 ; 我们有丑 HIRP 2 ;^) 使夂 u / 0,并在 H 2 { RP 2 ; Z ) 
中阶数等于 2 . 

假设流形已被剖分为单形，从而成为单纯复形，于是对它可定义和计 
算其同调和上同调群. 

k 维光滑单形一是指这个单形在流形中的一个可微嵌入（连同单形 
七 在空间 R fc 中的一个开邻域).如果一个流形以光滑单形剖分 7 我们则说此流 
形可被三角剖分. 

我们叙述下面的两个重要 事实： 

A . 同调和上同调群不依赖于流形的三角剖分 7 并且它们是同伦不变的（参 
看 §6), 

B . 对 G = R , 它的上同调群与以微分形式定义的上同调群（见 §14) 相同. 
我们来解释后面一个论断.设 W 是的一个光滑的 fc 维 单形;叫为 fc 

阶微分形式.定义形式叫在单形一上的积分： 

{^> k ^ k ) = / 

I^k 


(13) 
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如果 Q 为具实系数的链，则可定义形式在链 Q 上的积分为 

_ 

X 

j c ft ) = 〉二 r z J (14) 

由斯托克斯公式（参看叫，卷 I ，§咒）成立 等式： 

{du; kl c) = {ujfz.dc) I duf = I lj. (15) 

Jc J&c 

任意闭形式 w (如二 0 ) 因而定义了在单纯同调类上的线性 函数： 如果 〜 C 2 
为同调的闭链 7 即 q =&+/?<则 

(^, Cl) = (lU,C2) + {(L；, C T ) =(从 

任意恰当形式 4 即 w 它在任意闭链上化为零（请验证!)， 

结论通过微分形式定义的上同调中每个上同调类定义了单纯 
同调群 H k ( M -, R ) 上的线性函数 - 

上面所列出的论断 B 表明，按这种方式可得到群上的任意线性 
函氟同时非平凡（即非恰当）的闭形式总给出 H k ( M - R ) 上的非平凡线性形式, 

设为闭连通流形.容易看出，它的任何一个剖分（分成单纯形）均具有 
下面的 性质： 任意一个 n - 1 维的申形恰好是两个 n 维单形的边缘 T 

定理 2 有等式 

(这里 Z 2 为模 2 剩佘 7 是由两个元组成的群) + 

证明 考虑链 z 这里的和是取在所有的 n 维单形上，而它们的定 

I 

向则是任意的.在域 z 2 成立链的等式 

n 

da 71 = ( 16 ) 

i=Q 

其中 为单形 a n 的边缘.在和出=中的每一个 （n - 1 ) 维单形 

恰好出现两次.故而办= 0 . 显见，在这里&有其他的非零^维闭 链了. 定理 
证完. 口 

设为定向流形. 

命题 2 对于闭的连通定向流形，其 n 维同调群 H n ( M n ; G ) 等于 G { G 为 
任意群). 
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证明在流形的每点上已有了所 
给定向的切标架.我们对 D 维单形给予与 
此标架定向相对应的定向，设单形和 
的 以单形 ( T — 1 为公共边缘（参看 n = 2 
时的图 3). 这个单形在和中具 
有相反的符号.于是，链 [ M n ] = 为 

I 

闭链（此和取在所有的 n 维单形上^显然， 
任意其他的 n 维闭链的形式为^二 g [ M % 
其中2为群 G 中 的元， 因为 n 维的边缘 
不存在，故定理成立. □ 


a 2 



^</ x i a i\ = [ a o a J+-- 

9[ex (i ct 3 a t }=ia ( fi l ]+- 


命理3设 G = Z 为整数群.那么， 
对非定向的 n 维连通闭流形有 


证明任意 n 维闭链应该有形式2 1 其中 A / 0为整数，而单形 

I 

时按适当的方式定向；如果单形时和吋士单形 1 为边缘，则此单形在 
0叶和加 g 中以不同的符号出现当且仅当单形 < 和吋在流形 Mu 中有相同 
的定向（请验证!) . 因此办= 0当且仅当在所有申形 < 上可以选取出统一的定 
向，即流形是定向的.命题得证， □ 

推论设 [ M -] - 为非定向流形的所有71维单形的和（生成群 

4 

于是 d ^ M n ] 在群中不等于零，井且2氏; a 
现转而讨论可剖分的二维光滑流形，并利用单纯复形对其分类， 


让 我们来给出二维光滑紧连通流形的分类.在本节整 个余下 部分我们只讨 
论这种流形，因而不再每次都重复上面所说的给予流形的这些限制条件. 


引理2任意二维光滑流形 A / 2 可以被光滑剖分（即以光滑的曲线分割成 
光滑的三角形,使得选个剖分中的任意两个三角形或者不相交，或者有一个公共 
的顶点，或者有一个公共的边). 

证明将 M 2 嵌入到有限维欧氏空间中（参看 [1], 卷§9)，于是在 Af 2 
上有了诱导的黎曼度量.对于充分小的 e > 0,任意两个满足 P ( x 7 y ) < f 的点 
x，y € M 2 ( p 为上由此黎曼度量诱导的距离函数）间，用一条唯一的最短的 
测地线相连接，用有限个半径< I 的圆盘覆盖:仏，！^…，.圆 
盘 A 可以容易地以测地线进行三角^分，要把三角剖分拓展到与有不空 
交的其他圆盘（例如 D 2 ), 我们只要注意到属于的 A 中的测地线，从 
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图5 a ) 流形吨二 S 2 + W (图中 m = 4)，由球面 S 2 附加 p 个默比乌斯带 得到； 
b) M^ =l = RF 2 , 实射影 平面； c) 克莱因瓶 

可以推断应该存在独立的“混合型”的第三组：在球面 S 2 上附加 g 个环柄 


D 2 的角度看也是它的测地线，因此三角剖分可以拓展到圆盘(如有需要，可 
先在上进行细分).经过有限步后便可完成这个过程.引理得证， □ 

让我们从根本上给出全部二维流形的描述，第一组是具有9个环柄的球面 
Af y 2 ; 沒为曲面的亏格.例如，在研究形如切二 ±^/ K { z ) (多项式巧无重根）的 
代数函数的黎曼面时遇见的便是这些流形.我们 记得， Mg 由 CP ^ z . w ) 中方程 
P 2 g ^{ z ) = 0的零点集合表示.这些流形可以在 ® 3 中的曲面的形式光滑 
地实现，它们在图4中有所显示（更详细的可参看 [1], 卷 I ，§句. 



图4具有9个环柄的球面屮+ (图中 . g 二 S ) 


第二组流形（以表示）由賊面炉中挖去 M 个互不相交的圆盘/> 2 ,并 
在每个空洞的边缘上将对径点重合以后得到（参看图5, a ), 称这个运算为“在 
球面炉上附加上/ X 个默比乌斯 （ M 6 biu S ) 带' 

特别，当 p = 1 时曲面 < 为实射影平面 ( 图 5, b ), 当 " = 2 时称曲面 
Ml 为克莱 因瓶. 我们注意到 7 在 [1 L 卷 t §18中克莱因瓶被定义成平面对某个 
离散运动群的商空间.从图清楚看出它与 Ml = 2 的模型是一样的- 
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和 M 个默比乌斯带.但是这个混合组完全包含在组中.事实上，考虑只附 
加一个环柄和一个默比乌斯带的沪情形（参看图 6). 然而对于克莱因瓶有图7 
表明的微分同胚. 



图6 


因此，在屮上附加一个环柄和一个畎比乌斯带等价于在炉上附加三个默 
味乌斯带（参看图 8). 在至少存在一个默比乌斯带时，每个环柄可以由两个默比 
4斯带来微分同胚地替代. 



图 7 具有内外翻转环柄的球面炉 图 S 


我们现在要严格地证明，流形 Ai 2 的确完全由这两个无限组和 
描述. 

考虑任意一个 M 3 (参看在最初所给的限制条件)，以及上面己有的光滑剖 
分（参看引理 2) .将 M 2 沿此剖分的边剪开，并在每条切口的两边预先标上同 
一 个字母（不同的切口以不同字母表示)，也在切口两边固定同一个方向（参看 
图 9). 



图9 


于是 T 我们把转换成三角形的集合，这些三角形的边上标注上了字母并 
给出了方向；每个字母在此集合中恰恰出现两次，同时两个相同字母的边总属于 
不同的三角形，我们开始进行相反的粘合成 M 2 的过程，但要求在每次经粘合 
得到新 三角形的区域应保持为平而区域.显然，在这个过程的最后结果是我们得 
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到了（算上在边上所标的记号）一个连通的平面多边形呢,其边标有字母，并给 
出了方向（每个字母恰好出现两次).我们称这个多边形 为基本多边形 （它并不 
由所给的三角剖分唯一定义).我们在这个多边形 W 上固定一个方向，并恰它一 
个相应的字（我们以同一个字母 W 表示它)，这个字是沿着呢的边缘自然出现 
的（从任一个顶点出发一个接一个地写下标注在呢的边上的字母，同时在字 
里的每个字母上记上幂次：如果边的定向与 W 的定向相同^则幂为+1，而在相 
反的情形^幂为- L 参看图10中的例子. 



图10 


因此，我们使每个相伴于某个（不是唯一的）字 W …= 

士1，々为偶数，是犯的边的个数；每个〜在取中正好出现两次.这些字母给 
出了 —个字码 ； 每个 A / 2 对应这种码的一个无限集.我们现在以初等运算 
(由 M 2 的微分同胚生成）要重新构造这些字码，以将其化为标准型.最后发现， 
只存在三个标准型（它们从而给出了 的分类). 

引理 3 W 的字可以重新构造，使得 W 的顶点（即流形的顶点）成为单独 
一个点（即对应流形的一个点). 


证明 假设至少有两个非空的顶点等 价类： { P } 和 { Q }. 可以假定存在一 
条边 ae 0 W , 使其两端点各属于不同的类 { P } 和 { Q }- 进行下面的初等运算 
(参看图 11).( 在中加上重黑色的线段是我们现在所不关心的0 




显然可以看出，这个重新粘合多边形 W 的运算对应于 M 2 的同胚.另一方 
面,这个运算把以 { P } 为代表的类的顶点数目减少了一个，而以 { Q } 为代表的 
类的顶点数增加了一个： ({Ph { Q })^ ({ P }-1;{ Q } + 1). 因此，我们逐渐消减 
类 { P }, 把这个类中的顶点“抽”到另外的类中去.消去类 { P } 中最后一个顶点 
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的运算是最后一步（参看图 I 2 ) •(注 意，在消减类 { P } 的过程中，把 { P } 中顶点 
抽到的类彳仍可能有了变化 .） 只有一个顶点类的多边形呢（或字…通常被称 
为“简约的”， □ 


引理 4设字 W 具形式 W = — aa" 1 —. 于是存在同胚映射，把字 W 转换 
为等价的字= —1—. □ 


证明 


引理 5 


见图 12 . 



证明参看图 13. 在最右边的图中以替换 c . 引理得证， 



□ 


图13 


引理6 W ^ ^ — aba - a - 1 

证明 见图 14. 引理得证. 



W f — dcd l c l — 

tt 

« o * -i -i 

W f -aba b - 


图 14 


□ 


引理 7 如果 W = 
使6 - 1 牟 a : 


a ? a " 1 - 其中字母的集合于是存在6 G a ， 


W = 



b ^ 1 
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证明设若相反:对任意 b ^ a 有6- 1 e &那么在的顶点集合中至少出 
现两个不等价的顶点类，这是因为 a 中的顶点只与顶点 e 0 相互作用（粘合 )( 参 
看图 15). 由于 a / 0以及 W \{ a \ Joc \ Ja - l }^0 (见引理 4), 于是导出了与引 
理3论断的矛盾，因为根据这个论断， W 应该是简约的多边形. □ 



证明参看图16,最后由引理 5 得出引理 8- 


□ 


因此，我们已经证明了下面的定理， 

定理3 (关于二维曲面的分类）任意二维的光滑连通紧闭流形微分同 
胚于下面由州所定义的流形中的一种： 

1) W = aa ~ l ; 

2) d 1 b l a] ； l b] ； 1 a2b^ l b^ 1 - - - a 9 b g a- y b~ Y \ 

^)W = c\ci-c 2 ^ 

任意有边缘的二维光滑连通紧流形可以用下面的运算从二维圆盘得到： 

a ) 去掉有限个点（即有限个具充分小半径的圆盘)； 

b ) 粘上有限个 环柄； 

c ) 粘上有限条默比乌斯带. 

在进行这些所列的运算时，不应该与圆盘£> 2 的边缘接触- 

我们将以更形象的方式描述对应于这种分类下的流形的结构 ■ 

类形 1) 的流形微分同构子见图 17. 



类型 2) 的流形微分同构子具 g 个环柄的球面妒（定向流形 M 2 g ). 见图18, 
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b 双环衝 ( g = 2 ) 

图 1 S 


类型 3) 的流形微分同胚于具//个馱比乌斯带的球面妒（非定向流形 Ml ). 
见图 19. 



S 19 


注1作为初等练习，我们可计算出类型1),2),3)流形的同调群（例如，整 
系数的同调群)+计算结果表明所有列出的标准型的流形之间不同胚， 

注2有另一个简便的方法来给出 { M a } 的字码：任何 M 2 可以下面的形 
状表示： 


W ^ aia 2 * ■ - - * ■ Q ,^ l _ ± a % , e = ±. 1 , 

其中 e = —1 当且仅当 = Ml 即定向流形（这时 TV = 2仏为偶数) ； e = +1 
当且仅当 M 2 = Ml 为非定向- 

证明 考虑 M s 2 情形 ： W - a N a ^ - - - N = ^ g . 利用初等变 

换（参看上面的引理 3—8) 将 W 约化为 A / g 的标准型（见前面的定理)_这个约 
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化以逐次分离出形如 aba ^ b - 1 的标准环柄来实现.考虑 


W = aia2 aa • • • a/s ； 


it I 



一 l 一 l — 1 
a l a 2 a 3 _ _ _ 

ii ii 




P 




进一步看图 20. 



P 


图 20 


于是，我们以清晰的形式分离出第一个环柄而不改变线段 P 和继续进 
行分离出环柄的运算，并记住 N = 2 g 为偶数，然后达到字 W ^ 

a g b « : 因此，我们表示了全部的定向流形，所以“定向情形”的定理 
证完.对于 4 啡定向情形”的证明完全是相似的（参看引理 3—8), 我们把其略去 
(请自己独立地去进行证明!) . □ 


§4,在拓扑空间上附加胞腔的运算.胞腔空间.关于胞腔空间的约化 
定理.曲面和其他某些流形的同调群和基本群 

设 X 为拓扑 空间 ， m % n 维圆盘 ; 二 dD n 为其边缘， gpn - l 维球 
面.假定在圆盘上固定了一个 定向； 它诱导出了，- 1 上的定向.设给出了 
这个球面到空间 X 的一个映射 


— X . (1) 

将球面 W - 1 上的每个点等同于空间叉中的点 fix ), 我们得到了新的空间 
D n \ J f X . 我们称空间 D n \ J f X 由空间 X 附加了 n 维胞腔 ( D ' f ) 而得到. 

我们以下面的方式在空间上引进拓扑.称集合尺 C D n \ J f X 为 
闭是说交集闭于义，同时交(在映射 — 

的整个逆像闭于 Z > n + 

例1球面 5 n 可由一个点*附加一个 n 维胞腔得到 ：沪二 夕" U / 其中 
/： — 为映成一个点的映射. 



S4 . 在妍卜 卽 娜 定理. 
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例 2 实射影空间 RP n 可以看作把在边缘 5 n - 1 上的对径点叠合而成 
的空间+我们注意到，球面5— 1 在叠合它的对径点时又得到了 KF n ~\ 于是可 
将 RP n 看作是在 RP n ^ 1 上附加一个 n 维胞腔得 到的： 

RP n =股尸 n_1 i (2) 

其中的映射 A : 1 — EP ^- 1 为标准的覆叠映射. 

引理1如果映射 /J : - X 同伦，则空间 WIJ / 义和义同 

伦等价. 

证明设映射 F : 1 x I — X 为 f 与 g 的同伦映射，其中 J 为单位线 

段.在空间 X 上附加乘积空间，其边缘部分的映射为 

X ^(D n x I){j F X. 

于是空间 D ^\ J f X ^ D n 都在叉中： 

U/ ^ = ((^" x 0) IJf ■ 义 ） c X, 
r ) Tl \ J g X = (( D n xl )[ j F X ) cX . 

设灼为乃 71 x / 到 [ jiS ^ xI ) 的收缩同伦，这是通过由点*引出的射线 
构造的（见图 21). 因此定义了同伦等价 X ^ D n ( J f X . 类似地， X 〜 U 3 义. 
引理得证， 口 




D n D n 



(3) 

⑷ 


图 21 


定义1称空间 x 是胞腔空间是说，它由从一个有限点组开始，经过累次 
的附加各维胞腔的运算得到. 

注意，最初的那个点组也可以看作是零维胞腔空间. 

注对于有无穷多个胞腔的胞腔空间 7 我们要求它在每一个维数只有有限 
个胞腔. 


定义2称胞腔空间 X 为胞腔复形是说，每次都是把胞腔附加到更低维的 


胞腔上 
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称所有 X 的维数 kKn 的所有胞腔的并集为复形 X 的 n 雜胞腔骨架 ，以 
表示.我们得到胞腔骨架的包含 系列： 


X 0 C Xi <Z • - <Z X n <Z - • <Z X. 


(5) 


注单纯复形是胞腔复形的特殊情形.单纯复形的77维骨架是它的维数直 
到 n 的单形集合. 


定理1任意一个胞腔空间都同伦等价于一个胞腔复形. 


证明只需证明球面沪到胞腔复形 F 的任 
一 个映射都同伦于炉到维骨架 Yfc 的映射即 
可.于是，根据引理1，每次附加胞腔的结果都应 
同伦等价于胞腔复形. 

设 r 为胞腔复形 ， f -. S ^ Y 为一个映射. 
在映射/下球面 M 的像只交于有限个胞腔.如 
果像 f ( S k ) 交于某个胞腔 D n ( n > k ) 的肉部，那 



么像的这部分可以被移动到的边缘上.事实 g22 

上，映射/在原像 Z 1 ^) 中胞腔内点原像的限 

制可以同伦于一个光滑映射（参看卷 I ， §12). 从而由萨德 ( Sard ) 定理知道， 


这个光滑映射的像至少不含有中的一个内点八从点 P 将\ { P } 投射 
到其边界上，我们便因而得到像 f ( S k ) 在边缘，即在骨架上（见图 22). 
重复上面对大于&的情形的讨论，我们最终把像 f ( s k ) 压缩到了复形 y 的 


骨架 h 上.定理得证. 


定义3称胞腔复形间的映射 厂叉 — y 为胞腔映射是说，它将复形 X 的 
h 维骨架 映到复形 F 的 fc 维骨架 H 中，其中为任何整数. 


定理 2 胞腔复形间的任一连续映射同伦于一个胞腔映射. 


证明这个被称之为“胞腔逼近”的定理的证明完全类似定理1的证明，我 
们将其作为习题留给读者 . 口 

设 X 为胞腔 复形; 设和 Xk -2 分别为其 （fc - 1) 维和 （fc - 2) 维骨架. 
我们注意到，空间 Xn /^_ 2 中， X k _ 2 恒同于一个点，因而它是一个 fc - 1维 
球面束（每个胞腔对应一个球面 y 附加一个 fc 维胞腔 ( D k J ) 相应有一 
个球面到@ - 1) 维球面束的映射 

妒 -1 丄 X k 乂— X k _'IXu ⑹ 

设 W = ( D k -\ fi ) 分别为 fc 维和 fc - 1维的胞腔.我们定 


§4. 在拓扑空间上附加胞腔的运算，脚控空间，关于胞腔空间的约化定理， 

曲面和其他某些流形的同调群和基本群 ' 35 ^ 

义胞腔偶对 W 和 十 1 的 “关联系数”为数 [V : cr ^ 1 ], 即映射⑹在球面束 
x k ]! x k _ 2 的第 i 个分项（球面 s 卜 对应于胞腔 q 上的映射度. 

现在我们来定义胞腔复形的胞腔 链复形 T 以 C { X ; G ) = E C k ( X ; G ) 表示 

k^Q 

它 ■ A ; 雄胞腔链是胞腔的形式线性和 ： Q = K 其中 < 为 A ： 维胞腔，扒为 

_ 

任意一个阿贝尔群 g 中的元，以加法记这个 s 群的运算.定义边 缘算子 a 为 

〜 k = : d ： C fc ( X ; G ) — C k -认 ⑺ 

4 

I 

id 线性地扩张到任意链上 .） 

注1如果 X 为单纯复形，则此时所定义的算子3与 S 3 中定义的边缘算 
子一样（请验证仏 

注2对 G = Z (整系数链)，我们有到整个链群上的映射 a : 

- a ( x , z ). 

引理 2 dd = Q + 

证明可以把每个胞腔疗 D k ^ X k 看作是代表了相对同伦群 7 T fc { X k , 
h ) 中的一个元素 [ af ] (参看[1]，卷 §21). 显然从其定义可知，边缘算子3 
由偶对正合序列的边缘同态 

d : ^ ( 8 ) 

和同态 j : 生成（见[1】，卷 fl , §21). 对于作为 

C h ( X , Z ) 中链，对時我们有 

由 T 仍= 0,故对整系数链我们有汉> = 0+胞腔峙也给出了具任意系数群 G 
的链的基，从而引理得证， 口 

现在可以按通常的方式来给出胞腔链复形的同调和上同调群了.于是，我 
们得到了胞腔同调和上同调群+对于单纯复形，这些同调群与单纯情形相同 - 
我们举出胞腔复形的例子. 

例3 .球面我们已经知道可由在零维胞腔^上附加一个 n 维胞 
腔#得到.我们有加 G = 0 7 dcr n =0. 最后一项对所有 n > 1是显然的.对于 
d = 1，胞腔 a 1 的边缘为零维球面夕 1 (这是两个点，它们带有不同的符号)，由此 
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我们得到 


H n (S^G 、 =G ， ( 10 ) 

H k (S n ； G) =0 ， /c#0 5 a 

如果有 g 个球面的束， n ^ l,j = 它们在一个点上相连，于是有 

了一个顶点 a 0 和 g 个 n 维胞腔 <，…且加^ 0. 可由在欧氏空间 R n+1 
中去掉一个 g 个点的点组得到的区域收缩成这个球面束.我们以表示这个 
束，有下面 结果： 


Ha ( K ^ ] G )= G , 

札 = G + G + … + G (g 项） (11) 

HK^ ； G)=0 5 l^O^n. 


例 4环面的胞腔剖分.我们有： cr 0 7 ^ t cr ^ ( T 2 (参看图23) : 又, 3 cr G = 二 
da - = da 2 = 0； 


汉 0 (： T 2 ) 二 G ， 坧 ( T 2 ) 二 G + G ， H 2 ( T 2 ) = G . (12) 



1 






cr 


图23 环面 


图 24 克莱因瓶 


例 5克莱因瓶有下面这些 胞腔： (参看图 24), 又有= 

d ( j \ = do \ = 0 ? d < r 2 = 2 a 1 , 

H q { K 2 - Z ) = Z , H 2 { K 2 r Z ) = 0, + H 2 ( K 2 f ^)=： Z 2^ (13) 

例 6 射影平面 RP 2 , 这时有三个 胞腔： ^, a \ a 2 ; da ° = da 1 - O y da 2 - 
2 c 1 (参看图 25), 


h q {rp 2 ； z) = z, h,(rp 2 ,z) = z 2 , 丑 2 (rp 2 ， z) = a 


(14) 


私編醜^獅咖化 定理. 
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图25射影平面 图26双环面 


例7亏格 g 的定向 曲面： 它有如个角（见图 26 ，g = 2). 胞腔为， 
<7^, 〆 .所有胞腔的边缘均为零.我们有同调群 (G - 2) : H 0 - Z t Hi - 

S +， + ' + 泛（2分项)， 

例8射影空间 MP n . 我们在前面看到 UP n = 其中 /n : 

— MP n - i 为标准覆叠.在每个维数 t 我们得到了一个 ife 腔4二 ( D k J k ) : 
CT 0 ,- 我们来证明 ^ fc +1 = 0j d < T 2 k ^ ■ 胞腔 a m + l 的边缘6^映 

到这个射影空间的 m 维骨架，这是标准覆叠4 RP m - 因此，需要计算映射 


S ^ 1 MP ^ RF ^/ RP 711 - 1 = S 价 (15) 


的次数，这个映射显示在图 2 T 中，它是到的两个映射（在群 7 r m (^) 
的意义下）的和.在 m 为奇数的情形,这两个映射都有次数 +1. 故而= 
2^' 在 m 为偶数情形，这两个映射的次数的符号相反：从而= 0. 

因此，我们对 G =怎和 G = %得到射影空间的同调 群为： 


a ) 


b ) 


HuOEtP ^ Z ) = Z , H n ( RP n ;^)= 


j 0. n = 2 k i 
S , 71 = + 1, 


H k ( RP n ； Z ) 


0 ， k = 21 y 

2i 2，/c = 2i~hl 1 0 <1 h 7i. 


//fc(MP n ;S 2 ) = ^2, k = 0 ， 1 ， … ， n ， 


⑽ 

(17) 


5" 



o 


s 
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例9复射影空间 CP”. 设（^^…，^)为 €P- 中的齐次坐标.方程勿= 0 
定义了 CP 71 中的同构于 CP"- 1 的子流形.差集 CP n \ CP- 1 是 n 维复空间 
C n (具坐标 a /句， 因此差定义了加维胞腔 < r 2n , 继 
续这个过程，我们便得到复射影空间 cr- 的一个剖分，把它分成了偶数维的胞 
腔〆，〆, - ■ -显然，所有的边缘都 为零. 因此 H 2 k ( CP n ; G ) 二 G ,0 S fc € 
n , ff 2 k +1 ( CP n . G )=0. 

胞腔复形对于同伦群的计算用起来也很方便.我们回忆 一下： 称空间X为 
n 连通是说其为道路连通，且对所有群 a ( X ) = 0. 


定理3任意 71- 连通的胞腔复形 K 同伦等价于一个胞腔复形左，它具有 
唯一的顶点〆，并且没有1,2,…， n 维的胞腔， 

在我们进行定理证明之前，先选取两个例子- 

例 10设 n 二 0. 道路连通的 复形凡 可以按下面方式化为单顶点的如 
果有一条边< (1 维胞腔)，其边缘 daj = U < rl 由两个不同的顶点 ^ ^ 

组成，那么我们作等化空间（商空间)，即把边 < 收缩为一个点％ =难，井将 
其作为顶点.其余的胞腔则不变.于是得到了一个新的复形 K'， 它的顶点数减 
少了.把这个变换一直进行下去直到化为单个顶点的复形.复形 K 和^ 同伦 
等价（我们将在后面证明).最后我$得到了具一个顶点？°的复形犮，以及一维 
胞腔 A 二维胞腔玲 . 一维 骨架私 为圆 K 的束： 瓦 = Si V…V 其中 iV 
为一维胞腔3的个数，；=1，…， N. tti (^ i ) 便是由 { a }} = ai 自由生巧的群 
(参看[11，卷I, §19)， 胞腔疗以其边缘上的映射巧=沒芍附加到皮上, 
其中的这个附加映射给出了由…， aw 生成的自由群〜(充 d 中的某个元％. 
群由同样的生成元.•，心$关系 K = 1给出,其中对复形云中每个 
2维胞腔巧对应了一个关系 Vj = l ( K 只具一个顶点).转而 吋论群 Hi(K;Z); 
我们得到有基闭链 ， M 和关系％ 二 0 (写为加法）的阿贝尔群，于是 
这恰恰是[1]，卷I, §19给出的同调群的定义 Hr { K - Z ) = 

例 11如果 n > 0,则群 H n+1 (允; Z) 与 n n + 1 ( K ) 同构+它们有同一组生成 
元叫，即 K 中的 （n+ 1) 维胞腔 5T + $ = 1，…， AO 以及由 n+2 维胞腔57+ 2 
的边界得到的相同的关系.我们有： 


推论（胡列维茨 ( Hurewicz ) 定理）对于连通胞腔复形 （n > 0)瓦有 
等式 7 r „ + i (^) = H n + i ( K ； Z ). 

证明由定理2,每个 n + 1维球面到胞腔复形 K 的映射同伦于它到 / C 的 
n + 1 维骨架的一个映射.因此，任意这样的映射可表示为 K 中胞腔 ct 广 1 的整 
系数的线性组合= 1, …， 斤).每个在群 7 r n +1 ( K ) 中的关系式 E 入< +1 〜 0 


§4. 在拓扑空间上附加胞腔的运算.胞控空间.关于胞腔空间的约化定理. 

曲面和其他某些流形的同调群和基本群 
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都是圆盘 D ^ 2 在复形 K 中的映射，使这个映射限制在其边缘 S n+l 是线性组 
合 ^ X 1 - 

1 这样的映射同伦于如下 映射： 它把映到 n + 2维的骨架并使此同伦 
在边缘 W + i 上为常值（其证明完全与定理1的证明相类似).因此每个形如 

同伦于零”的在群 ^ i ( K ) 的关系等价于在群札中的关 
系同调于零的关系' 引理得证. 口 

习® 1证明逆命题：设 K 为连通的单连通胞腔复形.如杲 H k ( K ; Z ) = 
0,0< <打，则对相同的 A : 有 7 r fe (/ C ) - 0,并且 n n ( K ) = HJK ] Z) r 

定理3的证明固定一个顶 点 〆 ； 以道路％连接它与所有其他的项点 
不妨假设这些道路全都在胞腔复形 K 的1维骨架中，我们把半圆盘按每个道 
路7,附加到复形 K 上，得到了一个新的胞腔复形免这个胞腔复形除了包含 
了 K 外，还包含了胞腔 d 和# (见图 28), 由于这些 < 的内部互不相交，故而 
它们的并在兌中收缩到点就是说，商空间 f = Kj U 这个由所有胞腔 

a \ 收缩到^得到的复形，同伦等价于另一方面，复 i K 又收缩到 K (半 
圆盘沿半径收缩)，从而欠 〜 K ~元.复形 X 只有一个零维的胞腔（即顶点). 



图!28 


图29 


以后我们假设复形瓦只有一个顶点，井且已经不再包含 1,2, H ■ ， k—l ， k<n 
维的胞腔.于是 K 的&维骨架是一个 A ： 维球面处束.由于连通性，每个球 
面对同伦于0,故而它可以用圆盘粘合上去（不妨设圆盘在复形 
K 的 （ A ; + 1) 维骨架中).我们用圆盘 D ^ 1 附加 D k ^ 到 K 上（这里的 D ^ 1 
看作是边缘的一半).于是我们得到了同伦等价于 K 的复形芡，它包含了 
在冗的丨维胞腔之外的一对额外的胞腔4+ 1 和 a ^ 2 . 胞腔4+ 1 的并在芡 
中收缩，因此 K f / U 4+ 1 〜 K 〜 K . 复形 K 同伦等价于并且没有维数 

4 

等于 l，U — Uk A 胞腔.定理3得证. □ 

§3的闭曲面分类定理让我们可以得到 M 2 的胞腔并的标准 表示： A / 2 = 
WLKUOLk 3 , 其中/ 为点，在其上附加了圆束 V 圮，然后对应于字灰 7 附 

加圆€乃 2 (二维胞腔于这个圆束上（见图 29). ^ 
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图 3(1 给出了 g = 1时 Mg 的特殊情形. 



图 3 D 

因此，圆周可以标以字母 ai 鳥… ； a n (对于 M^n = 2 g , 对于 = 

而基本多边形呢可以等同于二维胞腔 a 3 . 因为群 由化… ，知 

自由生成，于是按字码 W = <***< 的附加胞腔^给 [ T + rr ^ M 2 } 中一个唯 
一 确定的关系. 

这样，基本群便有了下面的生成元和关系的表示： 

f 1 对 S 2 ; 

7Ti(M 2 ) ^ < ai,bi, * - , a g ,b g \W = a+ar'br 1 … a g b g a~ l b^ i = 1 对 Af |； 

[ a ir - , a^W = a \ a % - - = 1 对 <■ 

(18) i 

习甄 2 证明下列群的同构，这些群对应于 th ( M ， 的不同 表示： 

1 . &) ? . 1 ; ■分 7 ' ( 1 ^ bg 

b ) di ， bi ， … , a g , b g :W = … b ^ a ^ 1 ^ 1 ' ^ - + 

2_ a) ai, … ， a 誃 ; W = a; • • • 

b ) ai , bi r ■ ■ , a k , b h ; W = ■ ■ ■ a k b h a ^ l b k ,k = f . i /2, fi 为偶数 ■ 

c) ii 任意 ; 吞 l，.. - y ^,W = Si ■ ■ 、豆厂 1 ■- - h^ia~ x . 

习题3证明，对不同的曲面，群 7 n { M 2 ) (甚至 H ^ M ^) =〜/[〜〜])不 
同构， 

习 S 4给出所有二维光滑连通曲面（非紧的）的分类. 


习甄5证明二维定向光滑连通流形 M 2 (开的或具边缘的）可实现为平面 
区域的充要条件是它的任意两个一维闭链的相交指数为零.（平面的二维流形为 
自然定向的 


习® 6为了使开的二维流形 M 2 同胚于一个紧闭二维流形中的开区域 7 
其充要条件是群仏 ( M 2 ; Z ) (或 MM ^)) 有有限个牛成元，请 证明- 



批 在础關触定理. 
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习陲7 证明任意开连通二维流形 M 2 具有自由的基本群，并且这样的流 
形 M 2 同伦等价于或者是有限圆束0 匁 (fc < oo)， 或者是无限圆束$对. 

1=1 i —1 

注在任一个紧连通光滑的闭二维流形上都可以引进具常曲率的黎曼度量, 
在球面沪和射影平面 RP C 2 上可引进具常值正曲率的度量（这是显然的论 断); 
在环面和克莱因瓶上可以引进零曲率的度量 . 在环面上这种度量的存在性可由 
表示 r 2 = k 2 / f 得到，这里的群 r = z ⑷⑭ z ( b ) 由两个 r 2 中的平移 a 和心 
生成.显然，群 r 表示了欧氏平面 r 2 的同构.类彳以情形在克莱因瓶情形下也成 
立.它也可用 R 2 /^ 表示，其中的运动群 r 由变换 


Ti(x,y) = (x,y + 1 ), 


^{x,y ) = 



生成，其相关的关系是 T ^ T ^ T , = L 

可以在所有其他剩下的二维流形（连通的紧光滑闭的）丄引进有负的常曲 
率的黎曼度量+对这些流形 M 2 存在 表示： M 2 二 L 2 / r , 其中 J： 2 为罗巴切夫斯 
基平面（因而给出了具常负曲率的度量)，厂为同构于 ^(M 2 ) 的群，等距地（运 
动）作用于 h (参看[1]，卷 n, §20). 


我们要对前面引进的附加环柄和附加默比乌斯带的运算做些有益的补充. 


这些运算原来是某种更一般的运算的特殊情形_这个更一般的运算就是被称为 
44 两个同雄流形的连通和' 我们来较详细地描述这个运算+ 

设和为两个同维光滑的流形.把流形和都嵌入到欧氏空 
间中， 其中# 足够大，并且我们在狀〃中安排和使得点 xeMJ 1 
和 y 给出相互的距离为 i 其中6： > 0充分小，同时它们的切平面：^和 

T y 相互平行.于是可以假定 A/p 和在 顶〃 中互不相交，例如，它们各自位 
于超平面 M n ~ x C IR^ 的两侧（图 31). 




图31 图32 

由于切平面7；和％的平行性，这两个 n 维平面可以包含在 (u+1) 维欧 
氏空间 srw C 中，也可以假定在 ET+ 1 中连接点: T 和以 的线段 [ x , y ] 在点 
^垂直于而在 y 点垂直于％.现在可以考虑一个以 [ x , y ] 为轴的具充分小 
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笫一章 同调和上同调群.它们的计算方法 


半径 O 0的圆柱,其底面即球面 5— 1 各在7；和 T y 之中（球心为点 z 和 y ), 
我们来构造一个新的 n 维流形（以表示) ：从 和中分别切去 
以^邦 J / 为中* s 以 e 为半径的两个圆盘，并连接所得到的 7 t - 1维球面,构造 
出上面那样的圆柱（见图 32). 


我们注意到，所得到流形(其中 A / r 和 Af ? 连通）在下述意义下唯 
-确定：当将点;^变换为另外的点 〆 G 和 〆 e 时，流形的 
变化是微分同胚的，容易看出，运算#是可结合的： 岛 M ^( N # Q ) 
(微分同胚).此外；运算#是可交换的， 


现在以取连通和的观点考虑以前引进的 


附加环柄和默比乌斯带的运算.显然，附加标 
准的环柄 aba ^ b - 1 等价于对原来的流形 
和环面 r 2 取连通和.另外，附加默比乌斯带 
的运算等价于对原来的流形 M 2 和射影平面 
RP 2 的连通和（见图33)， 

容易看出， M 2 #5 2 ^ M 2 (微分同 

胚 ) ； Ml#Ml ^ « 

那么，臀如克莱因瓶为两个射影平面 ^ P 2 
的连通和（参看前面)， 

因此,所有二维流形 il / 2 的微分同胚等价 





类的集合（假定流形是紧闭连通的）转化为具 胃 33 

有两个生成元的阿贝尔半群 P : a (环面 r 2 ) 和6 (射影平面 RP 2 ), 其间只有一 

个关系= b # b#b (请证明没有其他的关系).起着半群尸的零元作用的是二 


维球面1 

利用上面得到的曲面的胞腔剖分，较容易计算出所有二维闭曲面的同调群 
和基本群. 


1. 球面 其同调群已经 算过： = 另夕卜， 

我们已知 ir ：( S 2 ) = 0, tz 2 { S 2 ) = ir 3 ( S 2 ) = Z , 

2. 定向曲面 Mg 由定向性我们有 / MM 〗，）。 卧 ( M ^; Z ) 二 Z . 这时的基 
本群给出了 2 p 个生成元化 ，… , a g , h ir - , b g , 关系为 ■ -- a g b g a - l b g l 
^ 1. 在交换群 = ^/[ Tr ^ Trj ] 中这个关系消失从而得到- 
Z + … + Z ( 办 项 ). 

3. 非定 向曲面 由非定向（见 §3) 知 = 0, 
基本群 Tn ( M ^) 由 p 个元 ax ,--- 生成，关系为 alali a % - 1. 同调群 
H l ( M ^ Z ) = 7 t 1 /[7 r U 7 r l ] 由… ，& 生成并可交换，关系为 2(0^ + …十= (X 


队在妍刚聽 iissi 卽猶化定理. 
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因此 Z ) = Z 1 + -^ Z 1 + Z 2? 其中生成 Z 的是 … T ^ 1； 生成群 Z 2 

AH 

的是 A + - - ■ + a ^. 

现在考虑被称做“透镜空间”的复形 l p ， 它由球面沪：|^| 3 + > 2 | 2 = 1在 
群 &作用 下的商 空间； 

( zi ^ 2 ) - ( z 1 e ^ p , z 2 e 2 ^)^ (19) 


在 p = 2时我们得到3维射影空间 RP ^ 

为了构造透镜空间 L p 的胞腔剖分，我们先按后面的方式分 割沪： 设 g 二 

0,…， /?— 1. 胞腔 < 为那些点 Oi ， 勿)，其中幻= pe'p > 0, < <f < 

P 

— -^ + 1 -；^ 为点 （》 U 2)， 其中 Q = pe ^, p > 0 ,^^ £ ~ f '^ 为点 ( Zl ， 0 )， 其中 
A = e ' ^<< P < 2 吻 ：。 ^ 为点 ( e ^^ ? 0). 


图 34 展示了这个胞腔剖分，其中沪等同子以无 
穷远点紧化的三维空间 （P = 3). 

在賦以这些胞腔以定向时 7 我们有 

^ = ^+: - M 4 + ■ ■. + 4 (2Q) 

3< r \ 二 4+1 -吋. 

(这里的 g +1 为模 P 约化 +) 在 以群' 作用进行等化之 
后， a ^ ala ^ a ^ 各自把不同的 g 粘合为一个.于是我 
们得到了 的胞腔剖分，它由四个胞腔 W 

组成，并由公式 （20) 得出 5 a 3 = 0, da 2 — pa l ^ d ( J l = 0. 
于是有 



图34 


H 9 [ L p ' Z ) = Z - Ho { L p ] Z ), H 2 ( L p ] Z ) = 0 y Il 1 ( L p , Z ) = Z p . (21) 
对于系数群 Z p 我们则有 

Hi ( L p : Z p ) = Z v , - , (22) 


习题 8 求上同调群中(心;町 

称球面 S 2 n - 1 在群作用下的商空间为 2 n - l 维广义的透镜流形，这里 
生成元的作用是 

(:i, ■ ■ ■, 〜 ) (e^z u e^^z 2 , ■■- * (23) 
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第一章 同调和上同调群.它们的计算方法 


这时所有的数 qu - , Qn - l 应与 m 互素，从而使这个商空间为流形（请验证 I 
这个流形被记为 

= ,^i). (24) 

显然， 

习题9在球面 1 上构造一个胞腔剖分，使得对任一个群 Z m 的作用 
都把胞腔自由地转移到胞腔（即生成了透镜空间的胞腔剖分).计算透镜流形的 
同调群. 

习题10证明对仍=公=…= 1的透镜空间是个光滑纤维丛，其 
底空间为纤维为圆周 S 1 : 

L 2n -\l ，… 上 CW 1 ，F = S 1 . (25) 

习題11计算透镜空间的上同调环（系数在群 G 中). 

对各种光滑纤维丛进行胞腔剖分也颇有意思.在这里我们考虑最简单的情 
形，即纤维尸为球面 W - 1 ， 它被剖分为胞腔具线性群结构 
的流形（在这里具体指的是它上面的单位切向量丛）是重要的例子： 

A /%-1 上 M n , 纤维尸 = S n ^\ 


如果 AT 1 已剖分为胞腔则在纤维丛 M 2n ^ 1 中的胞腔由条件 

P 1 ^) - x ^ ^ x (外 ( 26 ) 

这是因为在圆盘上的纤维丛是平凡的（即为直积 )( 参看 [4 卷足 §24). 因此 
M 2n ~ l 中的胞腔为 

《 X 1 ， (27) 

其中 < 为底流形 AT 1 的任意 g 维胞腔，但是对这些胞腔进行边缘算子的计算 
有些困难.作为例子我们考虑对闭曲面 A / g 上的单位切丛空间 M \ 其中亏格 
^>0,且有标准的胞腔剖分（见前面内容)： 


M 卜 a 0 IJ { u ] , j = 1,-. ; 2^} lj £ T 3 . 
在空间 A / 3 上我们得到了 0，1,2,3维的胞腔 

(7° X CTp, crj X a^ t <T 2 X 
<7° X crj,, X lET^j (T 2 X 


( 28 ) 


(29) 


只有一个顶点 / x crL 所有一维胞腔都是闭链，流形 A / 3 是定向的.因此三维 
腾腔 P x 4为闭链-请验证一下，在纤维中胞腔 d x <也是同调 闭链; 但是 



奇异同调和上同调.它们的同伦不変性.空间对的正合序列.相对同调群 


在巧(财 3 )中边缘风 d X 40 给出了道路 4 和 4 的换位子.胞腔 d X 岭已 
知不是闭链.有公式 


d ( a 2 x tr ^) = [( da 2 ) x Op ]\ J [ o ° x «) 2 ’ j . (30) 

记号 (^) 2 ~ 2 iF 表示在胞腔 f 2 X <7》的边缘中一维闭链进入，穿出了 
2_2 g 次 (以恰当的定向).我们在选取的一个剖分后 t 对于 3 a 2 我们有 

加 2 ; W ( a , b ), (31) 

i^l 

其中道路 A 代表了胞腔吃而道路\则是基空间 < 的胞腔 

习题12利用上正好具有2 - 次的一个奇点的向量场证明对胞腔 

cr 2 x u % 边缘的公式 （30)( 参看 [1], 卷 I ， §15). 

对于群 Tri ( Af 3 ), 它有生成元 ai 7 -- ■ - - , (这里的 7 为纤维 F =： 

6 Tl ) 和关系 

[叫7] = 1 = 1, [\，7]=卜7\ _1 7 1 =丄， （ 32 ) 

千, = w ( a , b ) = - ^]. (33) 

1-1 

读者可验证，其同调群私 ( M 3 ) 为 



§5. 奇异同调和上同调.它们的同伦不变性.空间对的正合序列.相 
对同调群 

我们现在要讲的是同调群和上同调群的最一般的同伦不变的定义方法，既 
不需要流形的结构，也不要求单纯或胞腔复形的结构+ 

设 X 为任意的拓扑空间. 

定义1称偶对(^ 7 /)为奇异 A 维羊形是说，其中 f . a k ^ X 是由 fc 
维标准单形= [ a 0 ■ ■ ■ a fc ] 到空间 X 的连续映射+称有限的形式线性组合 

Ji) 为奇异&维链,其中免为以加法记其运算的阿贝尔群 G 中元， 

I 

而卜/，幻为々维奇异单形. 
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笫一章 同调和上同诵群，它们的计算方法 


定义 2 维奇异单形的边缘 是形如 

7 

的形式线性组合，其中 f - 为这个标准单形的第 g 个面, 

儿卜为映射/在边缘 ^~ 1 上的限制（奇异单形的边缘同样是奇异单形).定 
义备 异链的 边缘为 

dc k = Y J < U ^ tfr )- 

4 

I 

由引理 3.1 得到 ddc k = o . 奇异闭链是 = () 的链 a . 奇异边 缘是使 
Q = dc k + i 的链奇异边缘是闭链， 奇异（单纯的）同调群 H k ( X ; G ) 是维 
闭链准确到边缘的等价类. 

奇异上同调群 像在§ 2 中那样 定义； 上链为链上的线性形式：算子 
^对偶于以使用奇异同调的方便之处在于对任意空间之间的连续映射 r.x — 
V ,诱导出的奇异间调和上同调群之间的同态 

^ ： f/ k (x ； a)^// k (r ； G), ⑴ 

〆 ： H k { Y \ G ) H k { X - G ) (1，) 

以显然的方式构造+这时奇异链以=转化为奇异链= 
E 仏(峙/。力).在上同调上则以相反的方向进行 ： K ： H k ( YiG ) 一 H k ( x -， G )， 
其中 上链/ 变到 〆 (#)，它的定义是 {^( c k ), c k )^ ( c k ,^{ c k )). 映射…和， 
在链和上链上与边缘算子可交换，从而在同调和上同调上有定义. 

由奇异同调（上同调）的定义显然可以得到 结论： 拓扑等价（同胚）的空间 
有相同的同调和上同调群.我们将证明更强的命题：奇异同调群具同伦不变性 
(对于上同调，所有的讨论类似). 

定理1设仰：欠 — r 7 外：叉 — r 为同伦的映射.于是它们所诱导的同 
调群的同态仰: 4 相等： ^0* = (对上闻调群而言， 

证明 设 7 为线段 [0,1); 步为连接仰和心的 同伦： 

边(工， t ) : X x I ^ Y t 

^| t =0 ~ ^0^ 步 jt=l = V^l y ^ ^ ^ ^ 1, 3； € X . 

I 

对于义的任一奇异单形（^，/)，可定义柱形 axl 到空间 y 的映射 

少 (/ X 1)(<7, h . <7 X I X X I —► Y . 


⑵ 

(3) 
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我们把柱形 rrxl 分成 单形： 如果 cr = 则柱形 ax I 的顶点取为 

< (下底）和 W (上底). ax / 的单形的形状是 

a q = [ct^ ^ a^a 1 ^ ■ ■ ■ all - ,k ( 4 ) 

(见图 35, 这里的 fc = 1, 2), 映射 4*(/ x 1) = / 定义了一个 （fc + i ) 维的奇异单 

形链乃(1/) : 

D{aJ) = (-l) fc - a ⑸ 

q =0 

故而我们得到了奇异链群之间的同态： 

D : C k (^)^ C k + ,( Y ). ⑹ 

«0 

0 

« o = a 0 a \ 

_ 

图35剖分柱形为单纯形 

引理1有恒等式： 

Dad -V (― l) fc_1 0o D — ^ 1 % — ^ 0 ^^ , (7) 

证明以表示形如⑷的单形的和： 

d\a 0 -a k ] = (-1 产 - 1 D(-1) 巧 ㈤ ' ■ ■« ■ ■ <]■ ⑻ 

g=0 

另外， 

k 

… ctfc ] = l )*[ Qo …反… ' ctfc ], ⑼ 

t =0 

于是 

dd\a{) - -afc] + (—l) fc_1 Od[a 0 … 郎！ = [»o ' ' Q fc! — [ a 3 … a 2]- (叫 

这个等式从几何上看是显 然的： 柱形[勿 - a te ] x / 的边缘由在单形边缘列 a 0 ■ ■ ■ 
上的柱形以及带有适当符号的上下底组成.这个等式给出了引理的论 断-口 

由此引理得出（参看 §2) 同调群的同态， M ) 相同（对任意闭链 A ， 
我们有 < pQ*^k — = dDzk ). 定理证完 * 口 
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第一章同调和上同调群.它们的计算方法 


推论同伦等价的空间具有同构的奇异（单纯）同调（上同调）群, 


例1空间 X ( 在自身内）的收缩同伦等价于一个点.我们来求一个点= 


*) 的奇异同调群， 

X ^{^} 的奇异维单形为 



( 11 ) 


对每一个维数 M 我们只有一个奇异单形（因为映射/是唯一确定的 h 单形^ 
的边缘为 

^) = E(- 1 ) q K fc " 1 )- (12) 

分=0 

故而有 




J 0, k 为竒数或 k = 0, 

^一乂几友为偶数. 


(13) 


由此得到 J? 0 (*;G) = G,H k (^;G) = 0，fc > 0 ( 在 fc 为偶数时闭链 (cr k -\f) 就是 
链 {o k J) 的边缘链). 


. 例2如果空间 X为道路连通，则 H 0 (X;G) = G. 事实上，所有的零维 
链都是闭链.形如 J： 9i(^° , ^ X 的链是个边缘的充要条件是 

I 

E^ = 0. 任意两个4维单形 （d /) 和（ 〆，虬/(〆）= x^g{a^)^x ^ 都为同调 

I 

^价：如果 ^:[0 A ]^ X 为连接点 以和❽ 的曲线 Jd 


((7°, 5) — (cr 0 ,/) = difT 1 ,^). 


(14) 


因此闭链[:识 (叫 /i ) 同调于闭链于是丑 0 U;G) = G. 

类似可证明，由 7L 个道路连通分支组成的空间丨其群 IMX ' G ) 为 n 个 
群 G 的直和. 

在有些场合，使用竒异立方体的同调和上同调要更方便一些.我们给出其 
定义. 

定义3 标准单位 n 维立方 体尸是 Rn 中那些点（仏… j n ) 的集 
它们满足关系0 < 仏< 1,如果 n = 0,则为一个单点.立方体的边缘 
Xfl n (i = 1 T - T 7i 7 e ^0, l) 是立方体 F 1 ' 其中而=立方体 P 具有 2 n 个 

边缘 XU ' 

定义4空间叉的奇异 n 维立方体是个偶对（/'/)，其中/ : P — X为 
连续映射. • 



§5, 奇异间调和上同调.它们的同伦不变性.空间对的正合序列.相对同调群 * 49 • 


奇异 n 维立方体 [ I n J ) 的边缘定义为 

= i -1, ■■ = (15) 

称它们是奇异立方体 （/'/) 的第 i 个下 边缘匕 = 0) 和第 i 个上边缘 （e =冰 
当《<_;时有简单的等式 

巧入] U , ^,V = 0. L (16) 

设 d n ( X , G ) 表示系数在群 G 的 n 维奇异立方体链群，印形如 

(17) 

的有限形式线性组合的群.奇异立方体的边缘可写为 

n 

d ( I n J ) = E (—/) — (18) 

i=l 

算子 0 线性扩张到所有的链上，由等式 （16) 可知 dd ( i n j ) = o + 称奇异《 
维立方体 ( i ' f ) 是退化的， 表示映射 f ^ x 可分解为它到边缘的投射 
尸— in - l 和某个映射 g : ^ X 的复合 - 

退化的 n 维奇异立方体的线性组合构成了链群 C n { X ; G ) 的一个子群 
D ^ G ). 因为算子3把退化的奇异立方体变为奇异立方体，故可以以退化 
奇异立方体去作商群，定义出“正规化”的奇异立方体链群 C n ( X ; G)r 

C Jl { X ; G ) = d n ( X ] G )/ D n ( X ] G) y (19) 

并定义新的边缘算子心 C n ( X ; G ) (仍将其以字母3表示)_像前 

面一样，= ( L 故可以定义奇异立方同调群为正规化的闭链在同调于零的闭 
链范围内构成的群（类似地定义上同调). 

我们证明所构造的同调群也是同伦不变的， 

定理2拓扑空间之间的同怆映射: 诱导出奇异立方体同调 

群之间相同的同态卿: H n { X - 7 G ) ^ H ^ YiG ), 以及奇异立方体上同调群 
间相同的同态 ：㈣ 

证明 这个定理的证明完全类似于对奇异单纯情形相关定理的证明（参看 
前面的内容).必须要构造一个代数同伦算子 A 使对在空间 X 中的每个 7 Z 维 
奇异立方体给出一个空间 Y 中的 n +1 维奇异立方体-如果 — K 为 
映射 V ^ o^i 之间的同伦，那么 D 定义为 
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其中 

尸 + 1 二 i x r\ ix /： i n+1 i xx. 

算子 D 把退化的立方体重新变为退化的（请验证 t 所以它定义在正规化的链 
群上， 

对等式 

Dd ± dD = — 

的证明完全类似于引理1+像对奇异单形同调群情形那样完成整个定理的证明. 

□ 


例3计算点 X = * 的奇异立方体同调群（从而任意收缩空间的同调群). 
这时对每个维数〜我们恰好只有一个立方体 ( I ' fnh 其中 fn ( I n ) = 当 

B > 0吋，所有这些立方体都退化.于是正规化的立方体链群为 

Co ( X ] G ) ^G = H 0 { X ; G ); C n { X , G ) = 0 … > 0, 

这表明，点的立方体同调群与在上面所构造的单纯同调群是一样的， 

注如果从整个奇异立方体链群 C n ( X ; G ) 构造同调群 H n ( X ; G ), 则在这 
样的理论中，点的同调群是非平凡的 .’ 

习题 1 a ) 求群 证明 H n ( X ; Z }^ E H n - k ( X , H k ^^)), 其中 

ft 為 0 

x 为任意空间. 

我们现在来定 义相对奇异同调群. 这时对于单纯的和对立方体的情形的定 
义是相同的. 

设 x 为拓扑空间， y 为其子空间.于是奇异链群 c k ( y ) 包含在群 c k (x) 
中.我们考虑相对链群 C k { X , Y ) - C k ( X )/ C k ( Y ) (在这里我们没有显式写出系 
数 G 其中 C 7 为任意群).边缘算子3将 C k { Y ) 映到 C k -,( y ), 所以对于商群它 
定义了一个边缘算子 C k ( X , Y ) C k ^( X , V ) (仍以3表示这个同态).我们得 
到了相对链复形和对偶的上链复形， 

像从前一样，我们定义相对闭链群 z k ( x , Y ) 为那些满足 aCfc = 0的相对 
链的群.相对边缘群 B k ( X , Y ) C Z k { XX ) 为形如 Cfc 二 dc k +1 的链群.商群 
H k ( X , Y )^ Z k ( X , Y )/ B k ( X , Y ) 称为 k 维相对同调群. 

同调群 H k ( X ) 有一个到相对同调群的自然 同态： H k ( X ) 中每个闭链可以 
看成是相对的闭链.我们得到了同态 

H k ( X ) M H k ( X y Yl 丄 H k ( X ). (20) 
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另外，空间的嵌入映射 ^： r ^ x 定义了 “嵌入同态 


H k ( Y )^ H k ( X ), H k ( X )^ H k ( Y ). (21) 


我们现在构造边缘 同态〜 它把群 H k {X,Y) 映到群 
H k ^(Y) (对于上同调，同态 5* 把护_ 1 (>0映到 H h (X,Y)). 
设 c k e C k (X,Y) 为相对闭链.可以把它看成是通常的（或 
“绝对的”）链，即作为 C k (X) 中的元，它定义在差一个 C k (Y) 
中链的范围内.其边缘也 t 是个 Y 中的& - 1维链. 

于是我们定义 d .( ct ) 为闭链- Oc k 的同调类（见图 36). 
同调类 3, c h 不依赖于类的代表元的选取（请验证仏我 
们得到了确有定义的同态 



图 36 


久 :H k {X } Y)^H k ^{Y). (22) 

把同态、 j 和氏结合起来，我们便得到了同态的一个 序列： 

■ . $ H k {Y) ^ H 认 X )上 H k {X,Y)^ H^Y) ■ 

… ' H 0 (Y) 么 H 0 (X) M ff 0 (X,Y) ^0, (23) 


定理 3 序列 〈23) 正合，即 

a) Ker^ — Im0” b) Kerj = Imi” c) Kerd m = Imj . 

证明 a) 验证核 Kerb 等于像 Im 夂设 e G—:(>) 为闭链，使 1(^^) 
-0. 这表明在空间 X 中存在链 q e C k { X ) 使得 dc k = .链因而是相 
对闭链，从而闭链 m 的同调类，从定义知道它与 d .( c k ) 相同+ a) 得证 T 

b) 设以 为空间 X中的闭链,满足 j ( c k ) - 0,这表明决^ = 0,并且存在空 
间X中的链 cjt 十 1 和空间 K 中的链&，使得 

+ dc k+1 = Cfc . 

千是 de k = dh = o 7 从而4为 y 中的闭链，它同调于闭链 c fc . 我们已证明了, 
闭链 q 的同调类有在空间 F 上的代表元，即^ € hnu . 

c) 设〜为 C k ( X , Y ) 中的相对闭链，使久 q 在群恥^00中为零，这表明 

闭链在空间 Y 上同调 于零 : da = d “为 C k ( Y ) 中 的链. 于是链 a — 匕 
是空间X上的“绝对”闭链，并给出了在相对群 H k { X , Y ) 中等价于闭链〜于 
是> 闭链 r 七〜 c k - d k 在同态 j 的像中.对于在 n ^{ xx ) 项的正合性请读者独 
立地验证.定理全部证完.对于上同调方面，序列的构造和正合性的验证可相似 
地进行. □ 
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定义 5称序列 （ 2 3)为偶对 （ XJ ) 的正合（同调）序列. 

转而注意另-'个问题.如果 X 为单纯（胞腔）复形，而 Y 为其单纯（胞腔) 
子复形,则对单纯和胞腔偶对的同调（和上同调）群的序列中的同态以显然的方 
式定义.所得序列的正合性的验证也完全与定理3的证明相似，把它作为练习 
留给读者. 

推论由偶对的正合序列得到下面的 等式： 

h g { x ,*) = o , ^ = n ; 

其中； c 为道路连通空间. 

证明 事实上，当 A ： > 0时，我们有 
H h (^) ^ H k [X 、 上 U k (X^) ( + ) 上 - H^iX) 

当 fc - 1 = 0 时 7 包含关系 Ho (*) H 0 ( X ) 为同构，这在前面已经讨论过了. 


故而对所有 A :>0 我们有了正合序列 

0 ―^ H k ( X ) 丄 H k ( X ^) -^ Q . (25) 

这立即给出了这两个群的同构，这是因为 Kevj = 0,而且= H k ( X ^). 

对于 A : = 0,我们有正合序列 

H 0 {*) ^ H q { X ) (26) 

II II 

G G 

其中乙为同构 1 于是证明了推论. 口 

相对同调（上同调）的极其重要的性质是它们的“自然性。：在偶对的连续 

映射 

{ X , X f ) { Y , Y f ) (27) 

下，其中 ； T c X， W c F 和 f { X f ) c Y \ 我们有映射 

/*： mw — H k ( Y ), r ： H k ( y ) 妒 ( x ), ( 28 ) 

A ： H k ( X 7 X f )— H k ( Y . Y % r ： H k ( Y , Y f )~^ H k { X ， X % (29) 

f〆 迅 (V) 一 H k (Y% r ■ H k (Y、— H k (X f )- ( 30 ) 
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正合序列间同态的所有结构是“自然的”，就是说,它们与连续映射可交换.故而 
我们有正合序列间的 同态： 

H k (x f ) H k {X) ^ H k (X,X f )^ B k ^(X f ) 

/. /， /+ A (31) 

H k {Y ! ) ^ H k {Y) H k (Y,Y r ) ^ . 

对于上同调，我们有类似的 


二 H h (X, X f ) 丄 H k (X ) 二 H k (X f ) ^ ―^ 

Kfs 

Tr r r r 

H k {Y,Y f ) 丄 H k {Y) H k {Y f ) ^ H M {Y,Y f ) 一. 

这个性质非常有用 + 例如，有下面的命题. 


(32) 


命题 1 设有空间偶对的映射 

— (33) 


. 其中同态允对 

IJUX ) h / k ( X ) 和 H k ( X f ) H k ( Y f ) (34) 

fv? rsj 

为同构，则相对群 mx ' x ， 与 h ^ y ^) 也同构，并且人构成了它们之间的 
同构映射（对上同调结果类似). 

证明考虑图31.如果且二0，贝!1 

f ^ d m a = 0. (35) 


故而 Md^a) = 0,其中久 a € H k _ 认 X，). 因为人： ^ 巩 ^( Y ') 为 
同构， 故由 / + (5* a ) = 0得到久 a = 0,于是 a = jifi ). 因为 /*( a ) = 0，故 
= .?M0)=O : 由此得到 SJJ3) = n (7)* 考虑6 二 K l (l) ^ H k {X f l 于是 
0 =： ⑷，从而 a = ji * ⑷= 0. 因此，如果 /*( a ) ，0则 a = 0. 

我们来证明，群 H k ( Y r Y f ) 中任意元 7 具有形式 7 = MSI 如果汰 7 = I 
则7 = 3{0) - 我们考虑元素 jfDh 我们便有 人 ㈤ = 7. 如果汰 T # 0,则 
引进元 / rW (7) = 汰沐于是像 /* (灼使得久(爻(抝 — 7 ) = 0 . 命题得证. 口 

注这个命题和它的证明对下面的叙述仍然有效：如果在三个群 H,{X), 
HJXH{X，} 中任意一対的相应同态映射为同构，则第三个在同调群间的 
映射也是同构.对于上同调也是如此. 
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在下面我们将证明，对于胞腔和单纯复形而言,它的奇异同调群与胞腔和单 
纯同调群相一致.为了给出证明，我们需要上面所建立的那个同调的性质，以及 
下面的我们现在就来证明的一个重要性质. 

定理4设 K 为胞腔复形， L 为其子复形.于是有等式 

H k { K , L ) = H k ( K / L ), k >0. (36) 

这里的 K / L 表示将整个 L 收缩为一个单点得到的商空间.我们还看出， K/L 
同伦等价于胞腔复形 K\JCL (见图37)，其中 CL 为 L 上的锥，它由 L x J 中 
的上底收缩为一个点得到， 



图 37 K[JCL 图 3S 


我们对单纯的（奇异的）同调群进行证明.先引进 重心重 分算子 * 为此，我 
们定义单形 [ a 0 ■ ■ ■ ajt ] = 的 重分. 一维单 形重分 是说，用一个在中心的新顶 
点把它一分为二.为了重分二维单形(三角形)，我们先重分它所有的 
边缘.然后取三角形的中心为新的顶点，并与边缘上所有的顶点连接，这些顶点 
有新取的也有原来的（参看图 38) -继续类彳以地进行处理：选取 fc 维单形的中心， 
而其边缘已经被重分.连接这个新顶点与各个边缘单形的射线的全体便 
给出了在重心重分中的新单形 

设 (< r k ， f ) 为空间 X 中的一个奇异单形.设 rrl -- , a % 为单形 cr * 经電心 
重分后的所有的维单形.以 (3 (忒 f ) 表示形如 


外 ( 37 ) 

i=l 

的链（取 V 的所有重分单形的和).线性扩张算子到整个奇异单纯链群 C k { X ) 
上： 


p Ck ( X ) — C k ( X )， & = (38) 


成立下面的引理. 

引理 2算子0与边缘同态3可交换^并且代数同伦于恒同算子. 
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证明等式即=朋是显然的（单形的重分的“内”边缘在链即中以不同 
符号出现了两次).我们构造一个代数同伦 A 使得土 = 为此，我 

们定义单形 V 与线段/的直积# X J 的三角剖分，使戶 x 0为一个单形，而 
Vxl 为戶的重心重分.对于 A = 0、 l ，2 lf r * x / 的三角剖分展示在图39上.在 
一般情形，戶 x /的三角剖分是这样构成 的：设 V 1 x /剖分的单形已经构造 
J ; 于是 tr fc x /中各个面的边缘也已被剖分. a k xl 的下底仍保持 不变; 我们在 
上底进行重心重分.现在整个边界 d ( a k x /) 已被三角剖分了，把上底的中心与 
边界 d { a k x /) 的三角剖分的所有顶点相连接，于是得到了 V x J 的三角剖分. 

设（ 〆 ,/)为空间 X 中的一个奇异单形.定义一个“平凡”映射： 


〆 x / 一 X ， /(M) = /⑻ t (39) 

我们以 D(a k J) 表示友 + 1 维链 （ t7 fc x/J) = D(a h J), 其中 cr fc x J 已按上面 
的方式进行了剖分.由构造，算子 D 给出了所要的同伦+引理得证. □ 



图39 



图40 


定理的证明由于同调的同伦不变性，我们有等式 


H k ( K\J CL , CL ) = H k ( K\J CL , *), 

这是因为锥 CL 可收缩为一个点 . 另外，当 A ; > 0时有 

= H k { K \ JCL ) = H h { K / L ) 

(参看定理3的推论).现在只需证明 

U k ( K [ JCL , CL ) - H k ( K , L ). (40) 

设4为 H k { K \ jCL , CL ) 中任一个 ft 维相对闭链.我们来构造在 H k ( K ? L ) 
中的同调于 c fc 的闭链+ 
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我们将锥 d 分为两半和 C 2 i (见图 40). 由引理2,可将闭链矽变 
换为同调于它的闭链 0 N c k , 使其单形变小. 让 N 增大 (反复重 分)， 可以使得那 
些与相交的单形整个在锥中.于是消掉所有那些与相交的单形 
并不会改变相对 ( modCL ) 同调闭链^ c fc 的类， 所得到的 闭链浐 整个 
位于群 H k { K \ JC 2 L , C 2 L ) = 丑*(疋[)中（因为 C 2 L 收缩为 L )+ 因此构造了群 
H k ( K , L ) 中的 闭链士 它同调于闭链 

如果 {K L ) 上的闭链汐在群 H k { K \ JCL , CL ) 中同调于零，则应用相似的 
讨论，通过 重分矽 并限制它的链，可“切掉”#限制在锥的上顶点附近的链.定 
理证完. 口 

§6. 胞腔复形的奇异同调.它与胞腔同调的等同.单纯同调的庞加莱 


对偶 


我们要计算球面1,2,…的奇异同调群.在整个这节中，系数群都 
取为整数群 . 


定理 1对于 71 > 0,我们有 


H ,(5-; Z ) = 


j Z, i = 0, i = n, 

1 0 ， k ^ 0, n . 


⑴ 


证明设 n = 1. 我们来计算圆 S 1 的同调群 7 这时我们使用偶对 { D ^ dD 1 ) 
的正合序列，其中 dD l = 5°为两个点，那么由定理 5.4 得到= 
H ^ S 1 ). 我 们有： 


HdD 1 ) — 丑 0 (#) — — 0 . ( 2 ) 


然而 H ^ D 1 ) = 0,丑。屮 1 )二^^ 0 (5 0 ) - Z 0 Z , 这是因为沪有两个连通分支- 
于是序列 （2) 有形式 


0 -■ Ji\ (iS^) —> S ^ S 0, (3) 

由此#到 H . iS 1 ) - Z . 当 t > 1时我们有 

丑 〆 D 1 ) — H k ( D \ S 0 )^ ⑷ 

其中 H ^ D 1 ) = H ^ iS 0 ) =0,这表明 ff k ( D \ S °) = H k ( S l ) = 0. 圆的同调群 
已算出. 

假设对球面 W - 1 的同调群的定理已经证明.偶对 ( D n , S — 1 ) 的正合序列 
为 

——^ H k ( D n ) ^ H k { D n : W — 1 ) — H ^ iS ^ 1 ) ^ —… (5) 
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当 fc > 1时，我们得到了正合序列 

0 — Ih(S n ) 一 ⑹ 

由此知 H k ( S ^) = H k - i ( S n ~ l ), k > 1.当 fc = 1时我们得到正合序列 

fh(D n ) — S 71 — 1 ) — HoiS 71 - 1 ) ^ 机 (IT) — 0, 


即 

0 ^ Hj(D n ,S n ~ l ) — Z —Z-^0. 

由此序列的正合性知同态 Z — Z 为同构，故丑:山 7 ^- 1 ：) = 0. 于是 

知道对于球面的定理论断的正确性.定理证完. □ 

注我们把 n 维单形#等同于圆盘乃' 于是恒同映射定义了 
群 = H n (S-) 中的一个相对奇异 闭链， 这个闭链是奇异同调群 
H n {S Tl ) 的生成元. ^ 

习题1设 cr n = [ ct 0 … ct n ] 为 n 维单形； P 为顶点邮 …， tv n 的一个置换. 
p 定义了 映射# — 计算在群 H n { s n ) 中的对应元. 

推论1 n 维球面 _ 义束的奇异同调群为 



= 0 ， 〆0, n ， 



证明考虑偶对 (jjDr = K,u ⑽ r = [ j . 显然 ， 九』 ） = e 巧 ( d ", 
dD n ). 当 J > 0时，根据 '此 定理，我士]有 H ^, dD ^) = H 3 { S^y 推论证完 ■口 


推论 2 次数 deg / 的映射 f : S n ^ S n 定义的同态 /* : H n { S n ) 一 H n ( S n ) 
是乘以数 deg /. 


证明球面到自己的 A ; = deg / 次的映射/可以像图41所显示的那 
样构造（任意其他次映射同伦于它).所有的球面束映成恒同于其中每一项中 
的一个.球面到 fc 个球面束的映射把 H n ( S -) = Z 的生成元转变为此束的所有 
生成元的和.球面束到球面的映射又把此束的 n 维同调群的每个生成元变成群 
H n ( S n ) 的生成元.故而自身的映射 H n ( S n ) ^ H n { S n ) 是乘群 H n ( S n ) = Z 的 
生成元以 A = deg /. 由此得到所要的推论. □ 
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推论3对于胞腔复形我们有 


坧 (H:) 


其中的项数等于 n 维胞腔的个数. 


证明 由推论1和定理1得到. 


0 , j I^n, 

Z 0 ■ ■ ■ ® Z, j = n, 


⑺ 


定理 2 胞腔复形的竒异同调同构于胞腔同调. 

证明 我们先证明在单纯复形情形的定理;利用已经址过的事实，这十分简 
单.每个单形都可以看作是奇异单形 { a k JY 这给出了单纯链复形到奇异链复 
形中的包含映射 

㈤ — C^{K) y (8) 

它显然与边缘算子3可换.因此我们有同调群的映射 


Hl imp ( K ) K ng ( K )^ ⑼ 

如果为瓦中的单纯子复形，于是有相对群之间的映射 

L ) (10) 

和偶对的正合序列之间的映射.由归纳可设定理已在维数1的复 
形的情形下成立.对于 n 维复形 K n , 我们有正合列间的映射 

气 p > ^ 

— > Hf^{K n ,K n - r ) — ^ 


( 11 ) 
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我们已知道下面的事实： £1) 由归纳 ，^ 
b ) = Hf nR ( K n , K n - 1 } = ! a j 其中的项 

J I Z + • • • + Z，）= n ， 

数等于 n 维单形的个数（参看推论 3) t 于是，利用正合序列 （11) 的映射，我们 
得到的结论是 7 映射 

llf inip { K n ) ^ Iff nz ( K n ) (12) 

对所有 j 为同构（参看命题 5,1). 因此，对于单纯复形定理得证. 

现在设 K 为一般的胞腔复形，瓦"为其 n 维骨架，即所有维数不大于 n 的 
胞腔的并.于是 K - j % n 维球面的束，每个 n 维胞腔对应一个球面 + 由 
定理 5.4 和定理1,我们 得到： 

H n ( K n , K n ~ l )= C ^ KIH ^ KK ^ 1 ) = CM # " 7 (13) 

(整系数)，其中 C n ( K ) 为胞腔链群. 

定义同态 d = j od ^ : 

a ( K ) 上 2 ) ^ Cn -^ K ) (14) 

为复合 

H n ( K n , K n ^ 1 ) ^ 

引理 1由公式3 = p , 给出的算子3 : C n { K )^ C n - i { K ) 与胞腔链复形 
的边缘算子相同. 

证明设#为复形 K 中的…个 n 维胞腔.它是群 <Z H n ( K n , 
= C n ( K ). 在边缘同态 H n ( a \ da n ) — fi n 以#- 1 )下，变为群 
的生成元.由定理 1 的推论 2 知，它在群= 
C n ^( K ) 中的像为 

i 

(对所有 n - 1 维胞腔取和).这里： ^ r 1 ] 为胞腔的关联系数，它由映射 
d <7 n — K ^~ x jK ^ 在第 i 项上的次数定义（参看刺.公式 （15) 与§4中胞腔 
链的边缘算子的定义相同，引理得证. 口 

胞腔同调群有下面的 性质： 

a ) 在维数比复形的维数大时它们等于零， BP Hf l ( K n )^ OJ > n . 

b ) 因为没有边缘，群 H ^ l ( K n ) 同构于闭链群^ 11 C C n ( K n ). 

c ) 群只依赖于骨架即这个群对于 W + 2 , …， K n ~\ 
是相同的. 
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按归纳，我们假定对维数的复形胞腔同调和奇异同调相同这个论 
断已经被证明.现在考虑偶对 ( KH : 1 

上 J7j ing ( 凡 — 

. (16) 

i / 

对 j # n 我们有 = 0. 故而从 （16) 得出 

Hf n ^{ K n )= 丑 ; ins ( K n-1 )， (17) 


这样便有 


Hf ^( K n )= 


0, j > a + 1 

= Flf 1 ^- 1 ). j ^n-2. 



还要证明对维数 j = n , n ~ l 时的定理. 

由 （16) 我们有 

0 — H^(K 71 ) — C^ en (K n ) 一 Z^iK 71 - 1 ) 

上 + cm— 0 . 

利用关于胞腔链中的边缘同态 3 等于同态 

的引理1,我们达到下面的 结论： 

a ) 群 H ^( K n ) 作为5的核包含在 C * S ell ( i ^) 中，即与 H ^ u { K n ) 相同， 

b ) 群 H ^{ K n ) Z ^ i \ /Irad 相同，从而表示与77^ ( if 71 ) 相同 ■ 

定理证完. 口 

对于上同调的相应定理^其证明完全类似- 

推论4胞腔同调群同伦不交，单纯同调是胞腔同调的特殊情况，从而也与 
其奇异同调相同，并且也就同伦不变. 

霣要注解在关于胞腔同调等同于奇异单纯同调定理证明的推导中，这些 
同调的显式构造并不是本质性的.只有这些同调理论的形式性质才是重要的.以 
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简明形式提取出这些性质 T 便可给出同调论的一个“公理化”定义(即 Steenrod - 
Eilenberg 公理).下面是这个定义. 

a ) 同调论是建立在“函数”(即所谓的“函子”）的基础上的，对于每个胞腔复 
形 K (或者每个偶对 （ K ， L ), LCK 为子复形）伴以一个阿贝尔群的集合 Hi ( K ) 
(或 = 0,1，2,并且对每个复形的连续的〔也不妨认为是胞腔的) 
映射/ : K f (或/ :(圮 L ) — ( JT ， £0,其中/(/^) C L f ) 伴以同态的集合 

八：托⑻—故 ㈤ ） Mm 、 

要求映射的复合对应于同态的 复合： 

{ fg )* = (19) 

恒同映射应对应于恒同同态： U 二 : l 

b ) 所引进的同调论应具有下列性质（“同调论公理 ”)： 

1+ 同伦不变性 如杲映射/和 g 同伦 ， 则同态人和％相同： 

f = 

2. 定义了边缘 算子： 

d :ff m (K,L) ^ H m . 1 (L),m= 1,2, -■■ , 

其中1为 K 中的子复形，它与复形偶对的连续映射交换，即 

dU - / 〆 );/: { K 、 V } 一 { K \ V ) J { L ) C V . 

3. 正合性以表示显见的包含关系 

L c K c ( K f L ). 

要求群和同态的序列 

——， 丑爪 十“凡 L ) 上 H m ( L ) ^ Hm { K ) H m ( K , L ) ^ I {一、 L 、 一 

为正合， 

4. 切除公理 H m { K , L )= H m ( K / L ,*) J 其中 L 为 K 的子复形， K / L 为将 
L 收缩成一个点*得到的商复形 + 

5. 法化公理 H m (^) = 0, 其中 m > 0, * 为一个单点. 

习题2证明如果= G 为已知群，则上面所列出这些性质确定的同 
调论是唯一的. 
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注胞腔和奇异同调满足所有这些性质（参看§4, 5); 正因为如此 7 它们才 
唯一确定.在§5中也讨论了立方体奇异同调的例子（没有约化的情形)，它不满 
足法化公理（单点的同调群在正维数时不是平凡的) - 


如果在同调论的定义中去掉正规化条件，则得到了 广义同调理论 .立方体奇 
异同调论为广义同调论的平凡例子（参看§5中的习题).另一个相当复杂（并很 
重要）的广义同调理论的例子是配边 理论； 我们将在第三窣遇到它+ 

类似于同调理论的定义给出了上同调理论的公理化定义（我们把对公理的 
准确的系统阐述和证明上同调论的唯一性定理作为习题留给读者).按这种方式 
可以得到在§1中通过微分形式所定义流形的上同调与其他形式的上同调的等 
同性，为此，取任意复形在欧氏空间中嵌入的邻域后 7 只需要把此复形转化为流 
形就可以了.我们将不在这里进行精确和详细的讨论. 因为在 § M 中将找到更具 
构造性的方式去证明由形式定义的上同调和其他形式的上同调之间的等同性. 


我们将指出在流形为单纯复形的情形时 ； 它的重心重分算子的一个应用，即 
“ 庞加莱对偶” (还可参看 §18): 设光滑流形可剖分 ， 即可以看成是由光滑单 
形组成单纯复形.我们假设，此剖分充分小（如果必要，可进行多次重心重分). 
设 < 为的单形.定义对偶流形为打 - A 维胞腔. 

a ) n 维单形#对偶于此复形的重心重分的顶点 D < t 2, 它是 单形# 的 中心; 


b ) 0 维单形 < 对偶于 n 维胞腔块(多面体). 
是其重心重分复形中所有以 < 为顶点的单形的和（见 
图42,其中 ii = 2). 

c ) M n 中的边4对应于（^ - 1) 维胞腔块 Da ], 
它是这个重心重分中所有那些 n - 1维单形的并，这 
些单形以边4的中心为顶点、并与此边横截相交+ 

d ) M n 中的边缘 K - 1 对应于一维胞腔块 Da ^~\ 
它由重心重分中所有那些一维单形构成，它们以 
的中心为顶点且与 a :- 1 横截相交（见图 42). 

c ) 更进一步，对一般情形的讨论已经清楚了： 

中的单形4对偶于 n - k 维的胞腔块 晚 它是重分 
中那些 n - fc 维单形并，这些单形以4的屮心为顶点 



图42 的原来的剖分以 

实线 表示； 对偶的剖分则以 

虚线表示 


并在此中心与4横截相交.胞腔将剖分为复形（多面体). 
算子有 性质： 


1) 交集 ^ n 为一个点，即4的中心. 

2) 在相差一个符号的范围内成立等式 


(^)n^^ 1 =^0(^^ 1 )(mod2). , (20) 

性质 1) 和 2) 对 n = 1^ 7 3维是显然的.对于 n > 3的情形也容易弄清楚, 
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性质 1) 使我们可定义一个双线性数积 a 。 h 其中 a G Cj ( M n ) 是个链，而 
Cl - J ( M n ) 为胞腔块 Dai 中的对偶复形中链， a-E (后 

面这个等式的意思是说，胞腔是个以链记号表示 A 上链，它在上取值 

为1,而在其他胞腔上取值为 0. 这样的上链构成了群 C ^~ j 的基). 

设 A 和 M 按模2计算.我们得到 

_ 

。 Dai = &fc(niod2) (21) 

ct 。6 = ^2 (22) 

t ^ 

由性质 2) 知， 

( da ) ob = ao { db )^ (23) 

即边缘算子对偶.由 （23) 我们得到 

H 3 ( M n ; Z 2 ) ^ H n ^( M n ： Z 2 ) i (24) 

这是因为两边的复形都是同一个流形的胞腔剖分，从而在每一个维数上有 
同构的同调和上同调.这是关于胞腔同调的同伦不变性定理的一个推论.称同构 
(24) 为“庞加莱对偶”.对于定向流形， （23) 和 （24) 也在 Z 上成立.在后面（见 
§18) 我们要用其他的办法得到庞加莱对偶+ 

甚至在准确定义同调群之前，我们就反复使用过流形的 “ fc 维闭链”和 
% k ^ l ) 维胞腔”这些词条+在后面的叙述中我们是这样理解的： 

“闭 链”以 { M 、 f ) 给出，其中为定向闭流形，为其映射. 
“膜"以具边缘的定向紧流形 W k +1 和映射/ : W k+l — 给 
出.“膜”有边缘 

d{w^\f) = (^ k ^j\ dWh J- ( 奶 ) 

4 i 闭链群”是“闭链”的形式和 

( 26 ) 

t 

以等价于零的闭链即边缘 （25) 去作商群 7 我们得到类似于同调的一个群, 
称其为“紀边”祥，并记为 n k ( M n )； 可以对任意复形定义配边群 ^{ xy , 也可自 
然地引进“相对配边群” ^ fc ( x , y ). 对于配边群，同伦不变性仍然成立，并对偶 
对 ( X , Y ) 有正合序列，甚至有性质 ^( X . Y ) - Q ,{ X / Y ). 但是对于可缩空间 
(例如点空间 *) 配边群在正维数情形并不是平凡的.道理很简单：远不是每个 
闭流形都是一个具边界的 （ A ： + 1) 维流形的边缘.例如，如果每个流形 M 4 
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都是膜 W 5 的边缘 f 则类 pi(M 4 ) = 0. 特别， CP 2 并不是边缘（这里的 Pl 是庞 
特里亚金类，详情可参看 §27), 

类似地,可定义》模2配边群”或“非定向配边'其中闭链 { M k J ) 为所有闭 
流形 X 的映射（不仅仅是定向 的)； 膜也取遍非定向的流形.以 N k ( X ) 
表示. 

习题3证明 R 尸 2 不是任何一个三维流形的边缘.证明 7 所 有它自 身的直 
积 EP 2 x . ^ x 也不是边缘. 

习题 4证明 T 如果 M fc 是个边缘，即= dW k + \ 则欧拉示性 x ( M k ) 为 

偶数. 


有自然的同态 


14 ( 入） — H k {X;Z}^ H k {X;R}, 

N k { X ) ^ H k ( X : Z 2 ). 

属于这些同态的像的那些同调类被称做“作为流形连续像的闭链'这是我 
们原先直观上所理解的闭链.但是，配边理论及其相关问题的研究要更为复杂 

(见 §27). 

§7. 直积空间的同调.上同调乘积 .//- 空间和李群的上同调.酉群 
的上同调 


设^和私为胞腔复形.它们的直积仏 X 私仍是个胞腔复形，其胞腔是 
复形和夂 2 的复形的乘积.因而整系数胞腔链群 X K 2 ; Z ) 的形状是 

C n (K l ^K 2 ； Z}= Y, C^K^^C^Z). 

k+l=n 

两个胞腔乘积^ x 〆 的边缘可由下面公式 求出： 

&(<7 1 X (7^) = (da 1 ) x ( J (— 1) 1 C7 ， x {d<7^). 

其中符号 {- iy 是出于定向的考虑.由此得到 

命題1胞腔复形直积 X 欠 2 的整系数链复形是链复形（7(欠 1; 叫和 
C ( K 2] Z ) 的张量积： 


(参看别, 


C(^i x K 2 j Z) = C ( 瓦 ( 夂 2; 艺 ) 
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显然这个事实不仅对整数系数成立，而且在任意有单位元的环中，特别是在 
域中也对.应用定理 2 . 2 , 我们得到 

推论 对系数在域 fc 中的同调群成立等式 

H n ( Ki ^ K 2 , k )= 

在对任意环 G 的一般情形,定义了闭链的张量积所给出的同态(不是同构!) : 

Y , 札 私 ( AW ) — 好 m(K X A ; G ). ⑴ 

ft -|- i =£7 Ti 

它把闭链 C ! = 5 Z a i ^ iy c 2 = 11 ^) 变成闭链 Cl iSf C 2 = X 我们有 

i 3 ij 

0 {ci ® c 2 ) = dci (8> C2 4 - {— l ) k C ! < S > dc 2 , 

因此链 q ® & 是个闭链.将换为 Cl + 恥则把闭链 q ® & 换成了同调的 
(Cl @ dc ) ® C2 ^ C l ^ C2 + d ( c ^ C 2 ). 因此映射 （ 1 ) 的构造是合理的*如果 G 二 k 
为域，则给出了张量积的同构. 

类似地定义在系数为环的上间调间的张 量积： 

Y 1 ^(K 2 ;G) -> // m (Xi x K 2 ^G) 

fc + i =T71 

(如 果 G ^ k 为域，则为同构). 

对角线映射 匕 ‘• K — K 乂 K 诱导出了上同调间的同态，其中△把 r 映到 

( a :, x ): 

H*(K x K; G) ^H*(K\G). 

定理 1 设 G 为结合交换环，具单位元，于是复合映射 

= ab : H k (K ； G)^H l (K ； G) H k+l (K x K'G、^ H h+l {K\G) 

给出了上同调群的直和 H *( K ; G )= J ： H ^ K ; G ) 中一个环结构，它是具单位元 
1 e H °{ K ; G ) 的一个结合反交换环 ：h = (~ l ) ki ab . 

证明 结合性和反交换性是由张量积的显然的性质 得到： 

a ) 结合性.如果 q € // fc ( Xi ； G ) f e 2 € H l { K 2 - Q )^^ G _ ® 

C2 ) ® C 3 与 Ci ® ( c 2 ® C3 ) 在群 X 7^ X K ^; G ) 中相等 * 

b ) 反变换性* 如果 c € H k { K)^e H l ( K ), / : 尺 xA — Kx/f 使 /(a = 

( y , x ) : 即交换分量，则 r ( c ^ c ^) = (-1广 要证明这点，我们需要利用事 
实，即交换胞腔积 V x d — V x 4时，乘积的定向改变了一个因子 （-1 产. 
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环 H ^( K ; G ) 中的单位元是1 e G 事实上，对角线 △ 在分量上 

的投影 

K ^ K x K ^ K,p(x,y) = x 

是个恒同映射，故而 L'a ® l ) = a . 定理证完. □ 

注1对于流形和地上的微分形式有完全类似的情形：如果己知在 
叫和 M 2 上分别有微分形式口 = £ - d Adx ik 和 3 = A 

■'' A dy j i 7 则可定义运们的张量积 D ® 亏为 x A / 2 上的形式 uj = UJ = 
P *{^) A ( W ) - i k dx u A ■ ■ ■ A dx ik ) A Q 2 gj 「. i t dy jl A ■ ■ ■ A d /)， 其中 

Pl ： M l xM 2 ^ M ^ P 2 : Mi x M 2 ^ M 2 为投影. 在城 x M 2 上的任意光滑形 
式都可以展开为由 Mi 和上分量的乘积形式的收敛级数.两个闭形式的张 
量积仍闭于 x M 2; 闭形式和恰当形式的张量积为恰当形式.形式的外积定 
义为：如果 A^i = A /】， 则有对角线 A = {( x h x )} = Mi c Afi x 限制于对角 

线有 △*(Wi ® 奶 ） =A A u ；2 (在 中 ) t a Aw = (— l ) tei W 2 Au ^ i . 

注 2 对于有限的单纯 复形疋 单纯上链的乘积（即“上积”）可以这样定 
义： 将复形 K 的所有顶点排序为 a 0) ai ? a 2 , - - , aAT . 因而任意单形4 C K 可 
以写为有序的顶点组 

々 a Jfc )， 其中 < ji < - < j k - 

设 a 为& 维上链，/?为 / 维上链（即分别为 A 维和/维单形上的数值函数). 
定义 k 十 I 维的上链为 

(tt — ^ cr h+l ) = ( a〆 斯乂)， (2) 

链积 a v 0 的单位元是在每个顶点取值为 1 e G 的上链为具单位元的交换 
环 h 显然，这是个上闭链，上链积不是反交换的. 

习腿1验证等式（莱布尼兹公式） 

S( a — 0) ^ (fc) — /3 + (-l) degtl ft — (6/3), 

习® 2证明，如果 a 和/?为上闭链，则下面二个乘积的差上同调 于零: 
a w 0 — (― 1产0 — a = S^/.k = dega , / = deg /?, 6 a = 5 f 3 = 0 . 因此我们得到 

£ HHK -, G ) 为反交换上同调环（单位元1 = 

设 o 

习醞 3 证明，在上同调中的乘积 v 与前面所引进的乘积相同+ 
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整系数上链的乘积让我们可定义重要的“切割”运算(即“交积”).如果 am 
为 C m { KX ) 的链, a 和3为上链,分别属于和 C l { KX ), 则可定义 

{ a k ^ fi \ z h ^)^{ a k ^ z M S l ). (3) 

对所有的汗和固定的以和公式 （3) 定义了一个 i 维的链 

zi -a k ^ zk+t e Ci(K;Z). 

习题 4 证明闭链上闭链 J 去“切害 II”的运算确实给出了在同调群 
上的正确 定义： 

B k (K;Z)^ H k+t {K]Z) c Hi{K^y 
习题 5 证明在复形的连续映射下，在同调群中有 

/»(/*(«) ^ z ) = a — /“之). 

习题6证明算子 D (参看㈣由交积 a ^ aC ][^ n ] 定义，其中 W 7L \ = ^ 
为所有 n 维单形的和. 

在系数群 G 为域的情取空间和迅对偶，从而交积运算可以通过在 
同调群中的乘法表示 T 但是对于整系数同调论而言，交积运算更有用. 

例 1计算复射影空间 CP rt 的具实系数的上同调环.我们已经知道了 CF n 
的同调群（见 §1). 因而有 i7 2fc+1 二 H 2k+1 = 0, 

H 2h (CP Tl ;R) = // 2fe (CF n ;R) = R 7 k^n. (4) 

在 §1 中曾经指出过一个 2 - 彤式它生成 i? 2 (CP n ;R) ; 并在由它生成的多项 
式环中，满足条件 c^ 1 = 0 . 根椐⑷，这个子环与整个环相同.因 
此我们知道， CP n 的环 H"(CP n ;M) 是一个次数为2的生成元 Cl 的“截尾多项 
式'即 

i/*(CP n -R) = 3R[ci]/K +1 = 0) ? degci = 2. (5) 

设 f : K — L 为连续映射.不妨设此映射为胞腔映射（见定理 4.2). 它给出 
了直积的映射 

F^fxf:KxM^LxL, 

其中 F(x，y) = (f(x)J(y)). 映射 F 将对角线映到对角线: F{A) C A, 从而把同 
调（上同调）类的张量积变到它们像的张量积.由此有重要的 结论： 因为复形 K 
和 Z 双方在上同调类中的乘法均由公式 ab= A*(a®b) 定义，故而连续映射/ 
与上同调类的乘法运算可交换，即 


r{ab) = r(a)r(b). 
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于是，: — ^*{ K ) 为上同调环的同态， 

可以用这个结果来讨论李群（以及更一般的丑-空间)的上同调环，我们知 
道（参看卷 H , §22), 一般的打-空间 X 具有一个连续的乘法运算 zoy = 
i }{ x lV ) e X (或0 : X x X — 义)，井有一个 44 同伦单位元' 即有一个特定的元 

使得乘 以； r 0 的映射 

^(xq^x) : X ^ X, 

a ： o) • X — X 

同伦于恒同映射.我们来引进一个有用的代数定义. 

定义 1 散 H = Y ： H k 是个有甲位元的分次反交换代数： H k H l C H k+ \ 

yx = (- l ) ki xy , 其中 z e H'y e 称 i ? 为“霍普夫 ( Hopf ) 代数”是说存在 
一个保持分次的同态 

X •• H — H 忿 H ， X(x) = x 0 1 + 1 ® a: + h ® y] + …+ rtfc ® 灿， 

其中 0 < deg ^, degj / T < degi 通常称这个同态为代数 H 的“对角”映射. 

例2设 H = R 问是实系数的变量 r 的多项式环.我们假定元素 x 的次数 
为正的偶数.我们得到了一个分次代数，它显然满足反交换条件.我们在 H 上 
给出一个霍普夫代数的结 构：让 X ( x ) + 于是显然有 

A ( x fc ) + + 

t=l 

例 3 H 二 Ab ] 为一个生成元的外代数，其中的次数为正的奇数.这 
是个分次反交换代数.霍普夫代数结构为 A (?/) = y ^ l ^ l < g > y . 

例4自由反交换代数是在其适当的基下，没有任何的非平凡关系的 代数; 
在例1和例2中的多项式代数和外代数便是这种例子. 一 般的自由反称分次代 
数 H 其中所有为有限维线性空间，而为系数域= R ), 它 

fc >0 

有形式 

，叫，，，_] ® A [ yi ^ •- 

其中生成元 A 的次数 deg ^ t 为偶数，识的次数 deg 队为奇数.简单地说，我们 
有生成元 (^ ; y q ) 除去反交换性外，它们之间没有任何非平凡的关系 7 由此推出 

y\ = - 0 , yiyj - -yjyuyiXj - xjyi.XiXj = XjXf, 
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我们要求具有所给次数的生成元有限.于是在这样的代数 H 中可以以无穷多种 
方法 1〗 去定义霍普夫代数结构：在其生成元上、我们令 

X(xj ) 二 ％ ® 1 + 1 ® Xj + ^2 考 ) ® ; 

A (^)= 叫 ® 1 + 1 ® ⑻ v J q \ 

其中 degUj t} , deg^ l) T , degv ^ z) > 0 ? 并旦 degu ^ + degv ^ = degXj , deg 豆 ^ + 

d G g ^^ = d e g & (在其他方面，元素是任意的).因为代数//是 
自由的，由同态 A 的乘法条件和加法性知道 , A 〔 y ) 定义了同态 H H ® /厂 

定理2 ( S 普夫 ( Hopf )) //空间 K 的上同调代数是个霍普夫代数，即具 
有同态 

A : /T(K;R) 一 H*(K ⑻⑧ 

其中 

十 + ^ ⑴， degj： ⑴， deg 沒⑷ > 0 ? 

I 

% 

而 : r € H ^{ K ; R ), q > 0 为任意元.（我们假定这里的 i / 空间是个胞腔复形0 

证明因为 H * {K xK ; R )^ H *{ K ^ R )< S > II * ( K , R ) ,故乘法 0 : K x K — X 
定义了一个同态 

V " : H % K ; R ) ^ H *( K ] R )® ir ( K . R ). 

令 A = 0*, 我们来证明这是个霍普夫代数的同态.我们有= ： r (D) ® 1十1公 
+ E $⑷ 其中 de ^ x ^ Kdegy ^ > 0. 考虑包含映射 1 x i : K x C K x K * 

因为同伦于恒同映射：则 （1 x = t = . t ⑼⑧ 1. 于是 〆 ⑴类 

似地 T y ⑼二 L 定理得证. □ 

所证的这个定理的一个应用需要用剥下面的一个代数命腥，它描述了实数 
域上的霍普夫代数的结构. 

P 

定理3任意的特征为0的域上的霍普夫代数（例如在有理数域，复数域或 。 
实数域上）是自由的反交换代数（参看上面的例扑 

推论任意（有限维）李群的上同调代数是外代数 A [ W，lU 

推论的证明我们考虑自由生成元 ( x ^ yj . 如果至少存在一个偶次生成元， 
那么在此代数中便存在有任意大次数的元 T 但是在有限维复形（流形）上这是不 
可能的.推论得证， □ 

U 我们在这里并没有要求对角映射 A 的“结合性' 
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例5 圆屮 为李群.我们有 

H *( S l : R ) = A [^ i ], deg?/i = 1. 

例6我们来计算酉群 U { n ) 的上同调，我们断言有等式 

/ T ( i 7( n ) ; R ) = A [奶' ㈣ … 7 V2n - i }^ egy t = i . 

证明 酉群作为流形等价于直积 U { n ) ^ S 1 x SU ( n ) (参看 [1], 卷 I , §22), 
故而只需证明 

H ^( SU ( n ); R ) = A | 肌… , y 2 n-^l ⑼ 

当 n = 2时，群 SU (2) 作为流形它等同于沪 7 故而在这时等式 （6) 是显然的. 

考虑标准的纤维丛 SU { u ) S 2 ^ 1 ., 其中，- 1 为群邪 ㈨ 的齐性 

空间，纤维 SU(n - 1) 为其迷向群. 

我们从球面^ 2 "- 1 和纤维 SU(n - 1) 出发来构造空间 SU { n ) 的胞腔剖 
分.先从 n - 3开始.有纤维丛 677(3) 训⑵ > 5 5 .我们在球面沪上固定 
一个顶点^在这个点的整个原像，即纤维 SU (2) - 上选取一个标准胞腔 
剖分妒==在这个点的补空间 S 5 Vr G 上， 这个纤维丛是平凡的（参看 
[1], 卷 I , §24), 于是我们可以在直积： p " l ( S b V °) - (5 5 V ) x SU (2 ) 上引进坐 
标.这里为5维圆盘因此 p ^ iS ^ u 0 ) = D 5 X 这个乘积空间 

可按下而的方式进行胞腔剖分： D 5 xS ^ = 其中 V =乃 5 x ■因 

此 7 群 SU (^) 的胞腔剖分由四个胞腔 组成： SU ( S ) = ^ 0 U ^ 3 U ^ U ^ S - 于是 
H °( SU {3)-, R ) = II 3 = i / 5 二汉 & = R , 面当 i / 0, 3, 5,8时有 ^{^(3); R ) -0. 

根据霍普夫定理，可选取生成元奶€ € 丑 S 0 W ( 3 )，） 使 

得 g g = 0,娜= - y 5 y 3 ^ 0为群 HHSU (3), R ) 中的生成元， 

现在考虑一般的情形 1 假设对于上同调群 H ^{ SU(n - 1) t R ) 等式⑹已经 
被证明-群 SU ( n ) 的胞腔剖分可以由纤维丛 SU { n ) 产生，其纤维 

F = 犯 (n - 1), 并将其剖分为在纤维中有一个顶点4的胞腔作.在底空间的 
胞腔是^和 ^ 1 .因为 p - 1 ^ 0 ) = F 和 p - 1 ( a 2 "- 1 ) 二 1 x F \ 故在 Suin ') 

中的胞腔具有形式 

CT ^. X (7°, O % X cr 2n_1 - (7) 

由归纳假设，在 SU(n - 1) 中的胞腔个数等子上闭链的线性无关个数，并且也有 

TTpt/Cn - 1); 股）= A [ i / 3 , … , y 2 n -3]- 

我们断言胞腔 xa ° ^ X 是上闭链.对丁-代表在纤维中元素讲的 

x 是显然的，这是因为新的胞腔的维数为 2 n - 1. 在纤维中的其他胞腔 

则是它们的乘积（由归纳)- 
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设= { a % x C 7 2 — 这是只在这个新胞腔上取值的上链.如果 8 y 2n _ 1 
在 C ^( SU ( n )) 中# fl , 那么在代数 H *( SU { n ); R ) 中我们便会得到在生成元 
似'… U 外的非平凡关系.这与霍普夫定理相矛盾.另外，根据霍普夫定 
理，代数 H ^ SUin ^ R ) 包含了外代数 A &, … , y 2 n - il 对每个维数，这个代数 
的秩等于形如 （7) 的胞腔的个数.于是 ⑻; R ) = A [% ，…， n 

定理 3 的证明 设 n ，仏… 为代数丑的齐次元， U , 0 < degXi ^ 

degx^i ^ j ; 又设 { xj } 是霍普夫代数孖的极小生成元组 1 这表明代数// 
的任意元以多项式形式 P ( x l , x 2 ,---) 表出，这个生成元的多项式不必是唯一 
的，另外这些元中任一个，醬如 以， 都不能被表示为较小的 ％ 的多项式：抑# 
… , x k ^). 对生成元' 我们考虑它的幂 < .设〜 为使谛= 0的最小 
的数.例如，对任意奇次元我们有~ = 2 . 如果生成元&的幂总不为零，则 

认为方 i = oo . 

我们要首先指出，在霍普夫代数中除了形如= 0的关系和由反交换得 
到的关系外没有其他的关系. 

引理单项式^ ^ ^ ^线性无关并构成了向量空间// 

的基. 

证明 任一个单项式都可化成引理所表出的形式，这由反交换性得到,称这 
样的单项式为法式.法单项式的次数（维数）定义为 n 

法单项式的线性组合称做法多项式 . 需要证明，非平凡法多项式不为零，我 
们用对多项式次数的归纳来进行证明.假定对次数小于^时的关于法单项式在 
//中无关性的命题已经得证.特别由此得到，当 a 和6为次数小于 tz 的法单项 
式,则张量积 a ® h 在代数 H ^ H 中也是线性无关的. 

设为71次法多项式.把含有变量〜的最髙箱次的项并在一 
起，并把这个幂提到括号之外，我们得到 

P (^ kr -' ^ i ) = …，工 1) +尺(工1 …^0, ⑻ 

在多项式丑中， 变量以 以较小的次数出现， 

假设我们有形如 P ( x kr -^ i ) = 0的关系，而其表达式⑻中的 r 为最 
小可能的这种数.我们将 证明 ： r = 1且为常数.设 4_1 为代数 F 的由 

生成的理想.我们于是有 

r — 1 

X ( x r k Q ( x k -ir - y ^ i )) = + 0x0(1 ® QKmod / fc —；! ® H ), 

i=Q 

同时 A (开(叫，… ,^ i )) 不包含形如 j = r 的项 ■ 如果 degQ > 0,则 
deg # 和 degQ 小于 Ti ， 故而由归纳假设，在 \( P ( x k , - - - , x \)) 中的表达式为线 
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性无先 这表明 degQ = 0. 不妨设 Q = l^dcgXfc = n . 如果 r > 1 ? 则在表达式 

r 

入 ® x :- 1 ( inod / fc-*i ® 

i=l 

中出现了线性无关的项，它们不能在… ，&)) 中被消去.这表明 r = 1， 
并且关系式 （8) 具形式 q = - R ( x k _ ir - 由于生成组的极小性 7 这是不可 
能的.引理证完+ □ 

我们现在要证明，如果 deg # 为偶数，则％对任意的 s 都不为零.事实上， 
如果已经证明 x s k ~ l ^ 0,则在 A (^) 的表达式中出现了形如 Clx % ® xl ~ { 的项， 
它在 ft < i s 时不为零.这些项线性无关，从而不能被在 Hx s k ) 中其他项消去 
(请验证 !). 

因此，我们已经证明了对于霍普夫代数丑中的极小生成元组而言，除了 
反交换性外没有其他的关系.偶次生成元在丑中生成了多项式子代数 
4，...];奇次元生成了外子代数 A [<，4 V . + ], 显然，整个代数丑是它们的张量 
积.定理证完. 口 

我们给出其他//空间的例子， 

例7如果 K 为复形,则可以定义闭路空间 fKK ; Xo ) = X , 这是以点吻为 
起点和终点的闭路空间（参看[1]，卷1，§22).在其上定义了道路的乘法运算 7 并 
有同伦单位元： r 0 . 这个乘法是“同伦结合”的，并具有“同伦逆元” $ — 忠： 

a) 映射 (xoy)o z ' X x X xX—>X 和 $ 。（没。之 ）：X x X x X ^ X 同论 ; 

b ) 映射 x ^ x o x : X X 同伦于常值映射 X — 抑+ 

例 8 除了李群外 ： 具单位元的乘法规则也在7维球面 V 上出现，这可借 
助于凯菜 ( Cagleg ) 数实现.空间 R 8 是个可除（非结合）代数.双线性的乘法关 
系是： 如果 ( qug 2 ) 为一对四元数 ; 而 {^ 2 ) 是另一对，我们则令 

(仍， 奶）- ( Q [^ 2 ) = (仍 〆 1 一 ^2^2^1+92^), 

t 卜 1 (夺 I— 必） 

“） = klP + l ^- 

除了李群 G 和乘积空间 GxS 7 x … xS 7 , 还不知道有其他的单连通有限 
维打 空间的例子.例如，如果在球面 s ^- 1 有乘法，其单位元为$ E 那么 
我们便有乘积映射 


X 5" 1 - 1 ^ {X, y ) ― >xoy. f 


另外我们有 


S 2 作一 1 = (D n x S n ^ 1 )\ < j(S ri ~ 1 x D n ) 
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(沿公共边缘 X S n ~ l 粘合).映射 0 可以延拓为映射 /， 

/(V0 : S 2n ~ l = (D n X W— 1 ) U(S n_1 X 刀"） — s' 

其中 W- 1 是俨的赤道（请验证!） 

考虑复形 


K n = D 2n IJ S ' 

fW 


其胞腔为因此 


H j { K n ) = 


I Z , j — 0. n , 2 n . 


设 ti„ e H n ( K n ; Z 2 ). u 2 n e H 2 n ( K 2 n ,^) 为上同调的基元 （mod 2 ) : 


习题 7 证明，如果乘法有单位元，即0 : S ^ 1 x. S ^- 1 - W- 1 在每个因子 
上的次数为 h 则有< = 


我们知道当 n = 1，2,4,8时球面上有乘法的例子（分別为实数域艮复 
数域 C, 四元数 H 和凯莱数 K). 对此有一个难证的定理（亚当斯 (Adams)): 对于 
n 伞 1,2,4,8,这样的复形不存在（我们回忆有 K = UP \ K 2 = CP \ K ^ = 
HP 2 , K s = KP 2 ). 

我们再考察一个应用上同调乘法的例子 + 我们将指出群对于偶 
数 n 是个无限群. 

考虑 x S' 其中的 n 为偶数.在环 H ^( S n x 中我们选取基1, 1 ® 

w, w@ 1, 这里的 u e H n ( S n ) 为基元 + 考虑球面束的映射 ^ S n vS n ^ S n , 

其中的夕 n \/ c x 且 S Tl vS n = (^x^ 0 ) IJ (抑 x S n ), 在第一个因子上 
它的次数为 A， 而在第二个因子上为于是我们有 A(?/® 1) + (1®w)/i. 

因为 W = 0 ; 故当 a A # 0时映射 p 不能延拓到映射 0： S n xS n ^ S n .iX 
是因为由条件 W 二0可以得到二0+但是 ^( n 2 ) = 2\ fiu ® u ^ O . S n x S n 
的胞腔剖分为 


S n X S n = (a 0 U^ n U^ n U cr 2n ) = (S n V S n )\J D 2n , 

映射夕加 _ l = dD 2n — W ^ ^当 M , A / 0 时不可能同伦于零 T 因为设 

若相反，这个映射便会延拓到圆盘 B 2n h 7 从而到整个 P x P 上. 

习题 S 证明当^为偶时，数是上面给出的那个映射炉#的同 
伦类的加法不变量. 

习题9对任意偶数 n 及 A 二2, p = — 1构造映射妒 ： S n ~ l x 俨- 1 — S n ~\ 
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习题 10 设 s 2n ^ ^ s n 在点 x 0j xi e s n 为正则（参看 [1], 卷 n,§io) 7 
并设 M 广 1 = f -^( x 0 ), M ^- 1 = rHx 1 ) 为闭子 流形. 设7 = 为 

其环绕系数（参看 [1L 卷 . 证明对于上面所构造的/ = / M 有等式 
7 = 2 A "- 

设复形尺二 s n U D 2n 由映射/ : s 2n _' 4 S n 附加得到 . 证明在环 
ff *{ K ; Z ) 中成立 < = yu 2n . 

习睡11证明对任意光滑的纤维丛 

S 2n-} S n 


其环绕系数7 = 士1. 

§8. 斜积（纤维丛空间）的同调群 


纤维丛的空间，纤维和底空间的同调群之间的关联比起直积空间的情形要 
远为复杂.在下文中我们假定系数群为域，并不再每次声 明了. 设有纤维丛 
E 丄 B ， 纤维为 K 并设 E , B y F 全都是胞腔复形，或者与它们同伦等价■五的 
胞腔剖分己在§7中考虑过了：如果4为纤维 F 的胞腔，4为底的胞腔,则原 
像 p- 1 ^} 为直积4 x F, 从而有 E 的胞腔为 

x a F' 

因此,其胞腔剖分在形式上与在直积的情形相同 + 但是边缘算子的作用要复 
杂得多.我们曾经举过亏格 S 的曲面上线性元空间的例子（参看料)，在那里我 
们已见过这种复杂性.我们列举五的边缘算子的几个简单性质 - 

1) 如果4为底的顶点，则对于胞腔4 - ^ x 我们有显然的等式： 

= a% x {da 3 F ) 

2) 如果 cr| +j = a % x a J F1 则边缘为 

da% + ^ =a%x (^4) + A, ⑴ 

其中 A 为由整个原像的胞腔构成，在这里被看成是球面 
像的拓扑闭包，而 S 。- 1 是底空间召中的边缘无论在什么情形下都有 
△ C p - 1 (妒- 1 )， 其中为底空间的 g — 1维骨架. 

4在 w 中只对舻中的闭曲线定义了环绕 系数. 我们注意到，对在 IK 2fc+1 (或在 SA + 1 ) 中 
的子流形和的环绕系数，其定义完全是类似的 T 定义为这两个子流形中的—个与张 
在另一个上的“膜”的相交指数. 
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习题1设底 S 是单连通的，有一个顶点4并没有…维胞腔.证明 

da^ J - a % x ( dojp ) + {- iy ( do q B } x 。备 + A !， （2) 

其中 Cp ^ B ^- 2 ). 

我们进一步假定.所考虑的纤维丛 E 二 B 满足公式 （2). 例如，这个公式 
显然在底空间中没有 g - 1维胞腔时成立.如果 S = S ^{ n > l),B = CP 7l ,B = 
还有如果 S 为格拉斯曼 ( Grassmann ) 复流形，球面束，球面的直积，等等 
许多情形，这都是成立的. 

注事实上，我们所进行过的讨论，以及我们所得到的结论，在更一般的情 
形中也成立（有一定的复杂性) ，即：群 n . iB ) 在群 Ih ( F ) 上的作用是平凡的, 
对于线性元的纤维丛这意味着，替如底空间是个定向流形（纤维是球面).如果 
纤维是球面，那么这个条件对于 H ,( F ,^ 2 ) 自然满足，这是因为 HJS n , Z 2 ) 没有 
非平凡的自同构，故 H ,{ F t Z 2 ) 不依赖于底和纤维丛的定向.当 th ( B ) 在 H 八 F ) 
的作用是非平凡的情形时，有不一样的结论，我们将在下面§11中指出. 

因此,我们将研究那些满足公式 （2) 的纤维丛类. 

我们按底空间的骨架分次展开边缘为 

x ( da 3 F ) + (― 1 ) J { da q B ) x < + % + % + ■ ■ ■ ， 

其中 d h = Y , X ^™ 1 ^ A q 为底空间的 （ g - 幻维胞腔与纤维的 {j + k -\) 

维胞腔乘积^的个数.我们可写成 

™ So + H- 02 + ''' 1 x (dcrjr )， 

— ±{ da ^ s ) x a - jp . 

对于链复形，我们得到 


q + j=^i 


边缘算子则为 


3e(o, @ &) = a ® d F b + {d^o,) @ ft + ^(a X 6) + …， ⑶ 

其中 

d k { a ® b ) e C q - k ( B ) ® a G C q ( B),h G Cj { F ). 

我们注意，汍 和汍 在这圼和在直积 E 0 = B^<F 中是一样的.算子汍， fc 9 2 
在直积珣中则为零.它们描述了在复形 C { E ) 和在直积 E^BxF 中相比较 
时其边缘算子“扭变”的程度. 
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为了研究同调群 H 乂 E )， 可利用按&二 0 ， 1 , 2 、 3 , ■的 “过滤 法”或“逐次 
逼近法”（称做勒雷 ( Leray ) 谱序列).这个方法是这样的： 

第 0 步了因为宪二 0 7 我们可以只对于这个“零次逼近的边缘算子”^去计 

算 . 我们得到 

丑⑹爲 ）=e q ( B ) 叫 ( F )= mg . 

Q+j =ri g 十 j 

因此， H n { C , da ) 是底空间丑上系数在纤维 P 的同调群的链，这里的 do 二 do : 
O ⑽為 ( F ))， 

第 1 步.在模边缘 Imd 0 的办闭链（即在群 d 0 )) 上正确地定义算子 
du 使它有性质冶= 0 ,我们有复形 

… Ed t o 

在我们的假定中，“第一次逼近的同 调群' 即对于复形 （矽 1 也） 的同调群与直 
积的同调群相同（参看 洗和仏 的形状)： 

Y, ® H . iF ) 

y-hj —n 

=x F ). 


算子 A 是在底 C 上而系数在 H ,( F ) 的链的边缘算子. 
有显然的直积 分解： 


q-\-j =L7l 

这个和项代表了 E 。 = C q (B.H 3 (F)) 中的 a 闭链 i 准确到心-边缘 Im 軋以 

E { n 2) = Y, E l 2 J = ^ H ^ F ) = ^n(Bx F) 

q-\-j^=.n 

表示屯同调群 H n { E {1 \ di ). 

对于頁积 Eo ^ HxF , 这个过程就到此结束 < 对于斜积还有使用也，洛，，- 
的下述步骤. 

第2步. 算子3 2 诱导了。一次逼近”的同调群五⑵= H . iE ^ Kdi ) 上的边 
缘算子心，它满足鸹= 0. 于是产生了二次逼近的同调群 


Ei 3 ^- H n (E^\d 2 )= KE( 2 Kd 2 l 

E ⑶二乙 E 卜 L 

n^O q-hj=n 


我们有 
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如：五巧 - 卜 H q { B ) Ii^FY 

群= H q jE ^\ d 2 ) 中的元是= H q ( B ) ③ HJF ) 中的心闭链 z , 确定 
到 I 边缘. 1 

这个“过滤”的序列一直继续下去，产生了复形五 ⑴= E E ^' l ,其边缘算子 
为 

dr : ^ - 心十 r _ ”以及 =J20 RJE^\d r y 

显然， 当 g < 0 或 j _ < 0 时，群 = Oj > a 因此，如果 q < r, 则在群 五。 上 
d T = 0. 

在这种情形中我们有 




_ p ( r + l 〕 _ #+2) 

= E ^j ^ E q,J 


(cc 〕 


Q < 


以 E { ^ } 记& 些群， 

定理（勒雷彳 1 ) 1) 所有的微分本有确定的 定义， 并有忠二0 

2) 直和 E ^= E 同构于群 H n ( E \ 其中的系数群为域. 

q+j=n ， 

3 ) 群 £；g 同构于群 H q ( B )® H ,( F ). 

因此，作为全部过滤的最终结果，我们得到了空间五的闭链（作为所有同态 
d r 的核模去前一个同态的像)，它确定到边缘子群 T 

推论在纤维丛（斜积）中，同调群的槐小于底和纤维乘积空间的同调群的 
秩（即对所有 h 贝蒂数 b k ( E ) ^ b k { E 0 ), E G = BkF ). 


这由成 2) = H n { E 0 ) 得到； 然后用算子必，也，…“过滤”闭链部分：只取其 
核 ( d r - 闭链)，然后用 < 边缘去构造商群 7 然后再转到上，等等. 

我们己在群上定义了算子 rf 2 . 因为办；=汍+仏+汰+ ■ ■ ■ ，并且 
d E d K = 0,于是成立等式 


0 — 4- (^0^1 ^ + + 沐^2 + ^2^0 ) H - (^1^2 + „2召1 + + ^3 ^0 ) 

+( 與 + ^3^1 + ^1^3 + + d ^ do ) + ■ ■ ■ ■ (4) 


^在本书所讲述过的内容中，这个定理给了我们第-个重要的情形，即若不真正地利用同 
调代数的语言便不能给出对此定理的证明. 
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第一章同调和上同调群.它们的计算方法 


把这个一般的等式 （4) 用到各个群 C ^( E ) 上. 我们便得到了一系列的等式： 

0 = + didfj ’■ C q j — ^ 

0二辦 + a 0 d 2 + d^do ： C q4 C \ (5) 

0 = did2 + ^ 2^1 + d 0 d^ + dsdo, 

0 = ^2 4 - + d 3 dj 4- d ( jd 4 4- 

1) 考虑在 = *)- 闭链上算子 d _ cid 0 - 边缘的作用，即作用在咖- 
同调群上+ 

如果= 0,则 

{x + d Q x) = dix + d]doX = d\x - Oa^x). 

于是心在 cio - 闭链 modcfy- 边缘上有确定的定义> 进而由⑸以及仏 ; e = 0,我 
们得到 

dfx = S0S2X — d 2 d 0 x = 

故而得到 

d^x = 0 Tnod(Imd 0 )j 右三0于成 1 )上. 

因此有了明确的定义，且在 IUE ⑼， d 0 卜 E ⑴ 上有 ^-0. 

2) 在群(五 (1) ,叫二£:⑶上构造‘在链群 CJE ) 中选取巧中的代 
表元& 使得 

Oqx = 0, dix = 0 mod(ImSn) 

或者 

= d ^ y . (6) 

链久^：可能没有性质 （6). 我们有 

= —3 2 df) x — ^ -&idoy = d ^ hy ， 

d \ d^x = - d^dix - d ^ d^x - d A dox = — d 2 d Q y + Im^o ⑺ 

= df)&2y -h &ly + Irn^o 
( d 3 d 0 x = Q ). 由关系式⑺知道 


& 2X — diy — d^x 

已经满足了条件⑺).所以我们得到 


chx = d^ix - d\dQ 1 dix-\- [Im 洗 + ft ( KerSn )]_ 




. 斜积（纤维丛空间）的同调群 ■ 79 ■ 

又有 

did ^ = ^{ d^y - dsx ). 

我们来验证 rff 定义的合理性. 

设: r — 工 + dgz + d\v x(dqv = 0); 于是 

d 2 x — di r d ^ di ] x = d 2 x H- d ^ d^x + d 2. d\v 
=(dix — did ^ l dix ) — — d\z — d \ d^v — d ^ d A v 

—dsdov + 十 d 认 d: 1 d 0 div 十 O^^Oqv) 

=( d 2 x - A%" 1 冴; r) + Im^o + 0 2 (Kerc*o) 

( d^dov -床 i 1 么如 = 0). 于是 d 2 在 上定义合理 + 现在来验证在五。上 
d 2 d 2 = 0- 如果= 0, ， 于是我们有 

d^x = d^x - d 1 d ^ 1 dix , 

d % x ^ d 2 ( d 2 x - d l d ^& 2 x )- ( d 2 x 0^ 1 8^) 

= —dod^x — BaBqx — di&3X — d^day — d^d\y — di(dsy — d^x) 

=— d () ( d 4 x 十 d3p ) = Im^o 

( d^dox = o), 于是，算子 d 2 = d 2 - d l d ^ l d 1 在群 O 上有合理的定义，并具有 
性质 d 2 d 2 = 0. 

3) 类似地定义群= H qJ ( E ( 2 \ d 2 ) 上的算子知即利用算子办作用在 
链: r € Cq (五） 上，使得 = Q.dix = d 0 y^x - d x y = 十 diw , 其中化⑴ = 
0( rf 2 - 闭链并在 A 的像的并的范围内确定，其中 i S 2,即所有前面己定义过 
的算子表的边缘.不用进行计算便可立即指出，所有的算子‘可由对从到 
Cqu+H 的算子扎进行修正得到，就像 d 2 的情形那样，补充久，I … ,5r-l 
的像中的元来做到这一点.于是我们就会有 d r d r = 0, d r : E ^ 3 - E { ； l r ^ r _ v 
算子 d r 的精确形式对我们来说并不重要- 

我们现在来描述一下对勒雷定理（见前面）的证明思路，但只在所有 ft 当 
^3为平凡的特殊情形下给出.这时不用借助于同调代数便可以直接计算的办 
法来验证这个定理的正确性.算子心的合理性前面已经证明过了，需要证明的 
是同调群 H ,( E i 2 \ d 2 ) = Hi 3} = Ei x ) 与在系数域上的同调群 H ,( E ) 相同 ■ 

设I为 H n ( E ) 中元，它的代表闭链为 C 7 l ( E ) = E C q , 3 ㈤ 中的链么我们 

Q +3 

称数 g 为元素 a e 队⑻的“滤标”是说它是使$有在整个原像 P _1 (^) 中的 
代表元无的最小的数1其中逆为底空间的 t? 维 骨架； 从而$不能由 
中的链来 实现： 

x = x q + x q -i 十 …+ 邱 =% + △, A e 
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其中 


工 q 它 Cq'j » ^Cq—\ € l ， j p +l ， * * k ， J*f ) 已 ^0 9 n - 

因为 d E x = = 汍 + 汍 + 汍，于是我们按群展开 d E x ,便有 

Oex = doX q 4 - { d \ x q 4- d ^ x Q ^\) + { d 2 X q + d ^ x q ^\ + %%一2) 

+ (1^3：7^一1 + 3 iX q ^2 + d Q Xq 一 3) -I -= 0. 

• • 

那么条件办$ = 0给出了 

d n x q = 0 7 dix q = — — doXq—L 

由此得出 结论： 因为 

dl]Xq — OiiXq = 0, = Q \ Xq = _ I , 

d 2 x q = d2X q — didQ 1 8 ix q = d ^ x q + d \ x q -^ = — dQX q _ 2 , 

则链 h 为微分的闭链 _ 因此，滤标为^的闭链$对应了链以 e 
C qJ { E ), 这个％定义了所有微分 d r 的闭链 ， r = 0,1/2,.. . 故而化留在了群 
E (二內 (在我们现在的情形中 E ㈣ 二 E ⑶ )■ 我们将证明，化不是任何一个微 
分 d r (r = 0,1,2) 的 边缘， 从而给出了 E ㈡ 中的非零元.如果 x q ^ d 0 z = doz 
其中 2 ： e C qJ+l7 则因为 

— (^q — 00 之 ） + (Zg— 1 — … ■ 1 

其中％ —如= 0, 于是我们知道元素 x = x - d E z 的滤标小于 g . 由于 g 
的极小性条件 7 以及闭链: r 不能离开骨架，所以％ #汍 z . 设巧= 山％ 
其= 0 ,r e C q +1) j . 容易验证闭链 z 有一个小于 g 的滤标，故而 

x q / d \ ( Kerdo )- 又如果对切 £ C q +2 l j-i 有 ％ = d^w = B^w —(其 
中^0切二 0,^2 ty = 5 qu )， 则无可保持在 g 维骨架中 x ^ x — & E 扣 ， 这个矛盾 
证明，如果同调类 cr G H q + J ( E ) 的滤标恰好等于1则对所有微分都是闭链的 
x〆 C qJ ( E ) 转化到 E 口中，并在其中不为零.故而有分解式 

分 + 泌 =n 

反之，设给出对所有微分冬为闭链的 h G C qJ ( E ), 并且它在中不为零. 
于是成立下面的关系（设在 i > 3时所有 ^ = 0): 


dox q = 0 , diXg = day, &2X q - d\y - d^z + Siw.d^w = 0 , 

之 e Q_2,i+2 ? V ^ C q ^ij + i, w G C g _ij + i. 




令 


(纤维丛空间）的网调群 
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X = X q J r 工 q -1 + 工一 3 + • _ _ ， 

其中 x q -\ = ~{y 十 tL ，），％ 一 2 = 

Sex = dnx q + (dix Q — d^y — + ((hx q — Oqz — d\y — d\w) + △ = △, 

这里的 A € p -^ B ^ 3 ), 改变代表元％,还有 y ， w ， z ' 由关系⑷一(5) 7 我们得到 
在条件汰三会3下，闭链3的滤标为} 

因此，群 Ei ^ = E ^7 } 中每一个元素都由 H n ( E ) 中的元表示.故而 

q+j=n 

在这个特殊情形下的勒雷定理得证. □ 


补充（无证明） 

1) 滤标 4 = 0的元素对于所有 d r , r ^ 1总为 闭链； 群同构于 H n ( E ). 
群 E ( q % } 为 商群： 同态 H n ( F ) 一 C H n ( E ) 与纤维的包备映射 i ： F^E 
诱导 &同态 相同. 

2) 滤标 n 的元素 （j = 0) 不可能是边缘；这里的五$ = C 

到 j = 0项的投射_ 

E ^ c 队⑻ 

q ^ j= n 

与到底空间的投射 

p + : H n ( E ) H n ( B ) 

相同. 

3} 对于上同调完全类似.有序列（邱 AM 满足 

a ) 6 t : — E ^ + r ^ r + \ S r S r = Q , - H ^( E r , S r ); 

b ) E} j = H'B x F ) = J 2 ® 

g - f * j=n 

c ) Y ：^ J - H *( E ) (作为 群)； 

d ) 所有的群和算子心与 ( Ei v \ d r ) 在同调范围内対偶，但在这里有新 
的性质； 

e ) 所有抝= [印 是个反交换环，作为环， H'B xiT ) ^ E *; 如果 a € 

G 则 G E^^+^ap = (一 对于夂成立莱布尼茨 

公式 

. S r ( a /3) = (5 ra )0± a ( S r ft ) 

(注意， 一 般说来，环五二并不同构于 H *( E ); —个例外的情形是为自由反 
交换代数时， H *( E ) 也同样是这样的代数)- 
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我们将不证明上面这些命题，然而在下面的计算中却会运用它们（特别是 

(e))- 

让我们选取一些应用勒雷定理的例子.我们将清楚看到 ， r > 2的算子太 
的结构在计算中并没有多少用，重要的是它们的性质. 

例1设有标准的纤维丛五= 5 2 - +1 - CP - = B , 纤维 F 二 S 1 (参看[1]， 
卷 E ,§24). 我们利用有关 H *{ S l ), ir { S 2n+1 ) 的信息和=0的条件去计 
算环 H *( CP n ). 


项码 等于见图 43( 其中 有:/ = 0,1时的所有非零胞 
腔)-这里 H iL { S 1 ) = u 2 = 0, degii = 1,而 H *( B ) 除了 tti = 0的条件外其 
他未知+群只在 j = 0,1时非平凡.因为 S r E ^ c 故考虑到维 

数，我们知道只有心尹0,而 i > 3时&三0.群对所有 r ^2 时是对所有 
心的闭链.元素 S ~ 2 ( u ) e H 2 ( CP n ) = E ?/ 生成了群否则我们或者有 
H l ( E ) - ^ 0,或者 H 2 { E ) ^ 0 ? 这是不可 能的. 现设 r =心 ( w ) 尹0,则 

对于 uu 成立 

6^z{uv) = V 2 , d2(uv k ) = ■ 

由 i 矣2打时 H ^ E ) = 0的条件 T 我们得到 H 2 ^ +1 ( CP n ) = 0,而 /^( CF ") 为 
X n 时由 W 生成的一维空间.在这里我们利用了微分&的环性结构（见图 

43). 



图43 

例2设五二 W 为塞尔 ( Serre ) 纤维丛，其纤维 F (球 面上 

的道路)- 这时五 可缩，从而 H ,( E ) = 0. 对于底 S = 5^,我们知道// 0 以，和 
H n ( S n ) 是一维空间；其余的 HjiS 71 ) y ^ 0 , n r 纤维的同调群暂时还不知道 ■ 
项 = H q {B) ® Hj(F) ( 见图 44 ) 有唯一的非平凡微分 

dfx : v ^ 

dn \ V^U\ U2^ 


d n \ v (^ 


⑻ 
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(8) 的微分4的形式可立即由勒雷定理得到，这只要用到条件 H .{ E ) = 0和底 
B 二 S 灯 的上同调形式即可.因此对于同调群 H 4 F ) 我们有 

为一维空间， 

Hj(F) = 0. j^k(n-l) r 



只在 drt B ， j ， El 产 Q 


已知，且在 g =0, n 时非平凡 


图44 


习题2 应用上同调的乘法证明（系数在域 Q 中)： 

a ) 丑穴叫#》在 n 为奇数时等于由一个生成元 u 的多项式环， u 的次数为 
71—1： 

j 

b ) 如果 7 i 为偶数，贝 (J H *(0( S n )) =八卜] ® R [ i;] ; degu = n — l ; degt ; =2 n — 2. 

习题 3 证明，如杲空间三元组中任意两个具有下列性质之一，则 
第三个也具有此性质（假设纤维丛 E 工 B 满足勒雷定理的条 件)： 

a ) 系数为任意域时的同调群丑 # 等 于零； 

b ) 每个维数的同调群具有有限个生 成元； 

c ) 所有整系数同调群为有限群（即系数群为 M T Q 或 C 的域时的同调群等 
于 0); 

d ) 所有整系数同调群为有限群且不含 p 阶元，其中 P 为奇数（即以域 '为 
系数的同调群为零). 

习题 4研究在下列纤维丛中的微分算子屯心.在 b )- g ) 的例子中，利用 
上同调的环结构. 

a ) MP 2 ^ 1 ^ € P n (纤维 V )，系数域 2 ),R 或 

b ) SU { n ) S 2n ~ J (纤维 SU ( n - l )); 
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c ) SO{n) ^ S 71 - 1 (纤维 50( n - 1)); 

d ) ^ (纤维 ^ 3 )； 

c ) V n , k 一 S — 1 (纤维 

i,fc-i); 

f ) - (纤维叩 0); 

S ) 14% — (纤维 SO { k )). 

习题 5 证明下面的 断言： 

a ) 如果单连通复形 K 的所有同调群为有限群（即 II Ci {K,R) = 0,(? > 0)，则 
所有同伦群也有限： 

b ) 群 7 r n + l ( S n ) 有限（但如果 n 为偶数，应除去4 = 0和 i = 77. - 1的情形 )■ 

提示.考虑塞尔纤维丛 E K , 纤维为 n ( K , k 0 ). 这里丑可缩.迭代构 
造这个纤维化.为了研究群 ^( K ), 我们利用等式 ^( K ) = 

对于第一个非平凡的同伦群，我们应用下面的事实：如果 7 V q ( X ) = A 则 
TViiX ) = Hi{X 具 如果遇到非平凡的群 Tn 则转移到万有覆叠空间上去讨论 
(参看下面的习题 7). 

有一个在保持同伦型不变下，把“一个映射转化为纤维丛投射”的过程： 

a ) 如果 K d L 为包含 映射， 则考虑空间 E { K , L ), 它由在 K 中出发，而 

终点在 L 的任意处的道路组成.显然 E { K 、 L] 〜 K (收缩于 K ). 我们有映射 
E { K ^ L ) 将每条道路映到它的终点.我们得到了一个塞尔纤维丛（请证 

明 1); 

b ) 对于一般的映射 K M L 需要考虑 “ 映射柱 77 C f 二 （K x I) U r h, I = 
[0 7 1],{2： ? 1) ^ f(x). 显然， ~ 另外， C f D K = K. 化到了 a ) 中偶对 
( C ft KxO ) 的情形，得到了纤维丛 

K ^ E ( K , L ) — C f ~ L . 


容易看山 P 同伦于广 

利用这些构造，解答下面 问题： 

习题6证明，如果单连通复形间映射 K M L 诱导了同调群的同构 

则/也透导了同伦群同构 

7Ti(K) ® E ~ TTi(L) ® R + 

将这个情形应用于= 5 3 X X - ■ ■ x SV { n ), 并利用 SU ( n ) 的乘 

法构造映射 K — L . 


习题 7 如果 X 为丑空间（例如 ，X = n ( K )) } 则对所有 g > 0有等式 

H q {X i R) = H q (X,R), 
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其中； e 为其万有覆叠空间.请证明这个结论. 

提示. 设 D = TTi ( X ), K ( D , 1) = B 是那样的空间，它使 7 ri ( S ) = D , ^( B ) = 
0, i>Q (见后面的 §10), 考虑映射 X ^ B . niiX ) ^ n ^ B ) = D . 把它转化为纤 
维丛.求其纤维. 

习题8考虑自然的包含映射 WV W ， x S ' 将其转化为纤维丛.求 
纤维 F 的同调群+求同伦群 7 Vi { S n V S 71 ) 

习题9设； t 为单连通,为自由代数（反交换)+求群 

习 M 10 设 m ( X ) = Q,i K n - 1 . 证明在 j € 2打 - 1 时 HjiX ^ R ) ^ 

7Tj(X) (g) R. 

§9. 映射的延拓问题，同调与截影.障碍的上同调类 

先考虑下述问题：设给了 个胞 腔复形 K 及其子复形 L<z K (例如 L 二 
即 K 的骨架).又设给出了映射 f ： L ^ X . 为了在代数方面能够简单一 
些， 我们假设是单连通的空间（或者在同伦上是单纯的，意思是说 ttJX ) 为 
阿贝尔群，并在所有群 m ( X ) 上的作用是平凡的，其中《 > 0) 是否可以把映射 
f ■■ L — X 延拓为映射 F -. K ^ X ? 

设/为 K 中的胞腔，使得决^ c L . 在边缘上已有了映射 f : L ^ X . 
这个映射定义了一个元 

夕卜 1 do i X . 

显然，映射 / 可以延拓到胞腔 V 上当且仅当 a (札 /) 在 n ^ iX ) 中等于 
零.特别，如果 TTi - jiX ) =0则这种延拓总是可能的.如果那么映 
射/便不能延拓到胞腔^上&是个“障碍”)， 

在一般的情形中，从某个维数开始延拓一个映射.在这个维数上有 K 中的 
那些不在 L 中的胞腔，从而在某个维数 i 时遇到了某个非平凡的 “障碍”： 

这是个 ( K , L ) 上的上链或者说在上链群0(圹乙〜^(幻）中.以记这个 
上链. 

有下面的论断. 

引理1上链&是个上闭链. 

证明按定义我们有 6^(^) - a 八 d〆 ). 我们来证明上链％在 
上化为零.我们知道， a /(^) 是由映射 — X 定义的.为简明起见，设 K 
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和 L 是单纯复形；于是 为 K 中的 球面， 这里的 M 为 g 维单形.于 
是有了下面的普遍 情形： 对于单形 W+ 1 存在从其 （i - 1) 维骨架到X的映射 
(7Tl(X) = 0,或者 H 在群上的作用为平凡).设％ e 7T^!(X) 表示此映 
射在编号为 j 的边缘上的限制.如果= ((V.. 1), 则第 j 个边缘是 

⑴,1，… J,-- ,z + l) (去掉了 jO . 由下面的习题得到了引理的 证明+ □ 

习题1证明等式 


i+l 

y^(-i) j gj = o e 7Vi-\(x)yx. ⑴ 

提示.每个〗 -1 维边缘出现在和式 （1) 中两次：并带有相反的符号（群 
7 T ,- } ( X ) 为阿贝尔).由 Tn 的平凡作用条件知道在的定义中其起始点 
并不是本质的.因此 W 是个闭上链. 

引理 2如果巧=屻，其中的0为中的某个上链，于 
是映射/可以在 （ i -1) 骨架 K ^ 1 上变化并且在 （i - 2) 维骨架 K 卜 2 和在整 
个 L 上不变，使得对新的映射/满足二 0. 

证明 在引理的条 件下， 我们在胞腔 W - 1 上改变/为新的映射/ :岁 - 1 — 
X ,使得它们在 d ^- 1 上 相同； 这时这两个在胞腔 W - 1 上的映射/，/合在一起 
定义了 一个映射 A - 1 — X ，它给出了在群中的元-趴 V - 1 ),在映射/ 
这样变化后，对新的映射/我们便有了 = a/ - 6/3 = 0. 引理得证. □ 

运用引理1和2,我们得到了 

结论 对于映射 f 'L — X 、 定义从子复形 LDK ^ 到复形 LiJK 1 延拓 
的“第—障碍”为 e C ^ K . L - ^_ i ( X )). 存在这个延拓的充分条件是等 
于零（参看引理 2 ).显然，如果则此延拓是可能的 + 

习题2设当 i >々时 7 T q { X ) - 0 ? 并且 f ' W — X 为 q 维骨架上的映射. 
设 X 没有维数在 0<； p < g - l 的 p 维胞腔（即简约复形，参看 §4), 于是对任意 
一 个复形 K 中胞腔 a % 映射/的 限制 ： M — X 定义了一个元 f ^) € n q { X ). 
证明这个映射延拓到骨架上的障碍是上链特别，如果0为上闭 
链，则映射/可延拓到上. 

我们现在考虑在骨架 K ^~ l 上相等的两个映射/和^尺 — X 的“同伦障 
碍' 在骨架 Kv 中任一个胞腔 W C A 3 上有了两个映射 / j : M — X ,它们在 
边缘上相等： f \ a ^ = g \ d ^- 映射/和联合起来给出了球面上的映射沪—入, 
它给出了 “差 异元素，’ a (< T ^ f , g ) G 7 r q ( X ). 因此我们有了一个“差异上链” 
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习题3证明 fo = 0,证明对于条件 a =紙/和0 之间的同伦可以在骨 
架 K ^- 1 上变化而在骨架 KU 上不变，故而得到的 a 三( I 因此差异上链属于 

习题4设存在偶对 ^1),10 K , 以及给出了映射/ ： L ^ T n , 其中 P 
为 n 维环面.映射/从 i 延拓到 K 的必要条件是：如果 7 e 使包含映 
射 l i ： — &把这个元素转变为单 位元: ^(7) - i 7 则在环面: T n 上有八 (7) = h 
证明这个条件对延拓也是充分的.证明，使映射延拓的充分条件也是一个在同 
调中的相似条件，就是说7 6员 ㈤ .这样的条件出现 ； 譬如在扭结埋论（参看 
[1]，卷 M 2 6) 中 t 

习题5 求 K — 的映射同伦类的集合 7 r ( K . T n ) (或记为队7^1)(特别， 
n = l 时为到#的映射).更一般地：设 X = K ( B , n ) 为这样的空间，使 ^( X ) = 
O.i ^ n ,7 r ^( X ) = D 为阿贝尔群（艾伦贝格麦克莱恩 （Eeilcnberg - Maclane ) 
复形).证明， AK , X ) = H ^( K , D ). 对 n = 1，验证妒(反乃）和 ir ( K , X )都由 
同态 tt ^ K ) -* D 定义.这个关于 n { K , X ) 的结果在 n = 1时对非阿贝尔群/> 
也对，例子： 

n — 1 : 

D = Z , K ( Z ,1) = s \ 

D = Z x ■ ■ ■ x Z , K ( D ，1) = T \ 

D = 7 n { Ml ). K ( A1 ) = A /,( 亏格分》 1 的曲面 ) 7 

D = Z m , K ( D , l ) = 5°°/Z m (m = 2 时 K ( Z 2 A )= 肢广"或 RP n ,N ^ oo), 
(自由群)， = ^ V ... VS 1 ( 圆束) ■ 

具不同群乃 = ^,( X ) 的空间 K { D , 1) 的例子非常多.在 a > 1时唯一能被 
简单构造的 K ( D , n ) 空间是 n = 2, D ^ Z 的情形 ， 这时的 K { D ,2) = € P ^ - 
SIS ' (参看 [1], 卷 n ，§ 24 ). 

习题6设为 n 维的复形.求映射的同伦类.证明等式 

7 r { K n , S n ) = H n { K n , Z) r 

关于纤维为 F 的纤维丛 ElB , 的截影的结构和同伦问题是完全类似的， 
在这里底空间 S 具有单纯复形或胞腔复形的结构.又为了简化 起见， 我们假设 
底空间 B 是单连通的（或者， 一 个更弱的假设，即力(7?)在 tt ^ F ) 的作用是可 
迁的) ， 而且纤维 F 也是单连通的或者至少在同伦上是单纯的. 

设已给出了在骨架 B ^ 1 C B 上的截影 f 在单形 M C 上有直积 
p _» ^ ^ x F . 在边緣糾= S ^~ l 上有截影 <p : ^ x F ， 其中 
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W - 1- 所以定义了映射加 g = — F ， 它给出了元素 G ^_!( F ) 
(障碍上链). 

习题7证明= 0. 

习题8证明对 cv =耶，则可以在骨架 B 卜 1 上改变这个截影但在州 _ 2 上 
不变，从而使新的 a 三 0. 于是 〜一 / F ))- 

习题9设纤维 F = S ^- 1 为球面.证明障碍 a G 就是这 

个纤维丛的 “ 欧拉类 ” (参看⑴，卷它以结构群 G 为 SO ( q ) 的纤维丛的 
联络来给出 定义； 当 g - 1为奇数时是中的元. 

习题 10 考虑两个截影列和抑：丑 — E , p<pi 二 押 2 = 设这两个截影 
在骨架 C B 上相等.请给出同伦障碍的定义 

并研究其性质. 

例1设纤维为可缩，即对所有 i 有 ^( F ) = 0' 于是总存在这种纤维的截 
影，而且这些截影都相互同伦. 

例如： 

a ) F 为流形上（在给定点）的正定黎曼度量的集合.我们知道（参看 
[1], 卷 n ,§8), 这时截影总是存在的，即 A / n 上的一个度量，并且任意两个截影 
(两个正定度量）为同伦：即它们可以用遒路相连接（相互形变).如果度量是不 
定型的（替如型) 7 则这个结果不再正确，这种情况的群 ^{ F ) 是什么？注 
意 ， F 二 GLin ^ lOip . q )^^- q = n ^ 

b ) F 为纤维丛 K ^ B 上每点上的“水平面积元”的集合或联络的集合（参 
看[1]，卷1，§24,在那里证明了联络的存在性). 

例2 设 E 二 B 是以 G 二 0{ n ) 为结构群的纤维丛，纤维为 KT . 考虑相 
伴的 fc - 标架（法正交）的纤维 丛：於 上圪纤维八= ( IT 中的 fc - 标 
架的斯蒂弗尔 （ Stiefd ) 流形).特别对于 k 二 n ， 我们有 K = 0{ n ), k ^ 1时有 
S n ' 关于纤维同伦群的信息可由[1]，卷§24得到： 

— 0 j i <[ n — fc , 

/T , 、 { Z , n~k 为奇数， 

= tz 2 ,n - 为偶数. 

对这类纤维丛可以构造截影的障碍上同调类它有形式 （ “第一障碍”） 

a k eH n - k ^( B ^ k ( V n>k )), 
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其中 A : = 0， l ，2 , …, n — 1. 

定义1称类 a k ( xnod 2) 为纤维丛 E — B 的斯蒂弗尔-惠特尼 ( Sficfcl - 
Whitney ) H ：. 并记为 

W q = a Tl _^ + i(mod2) £ H q {B,Z 2 ),q = 1，+ + - ， n. 

我们定义叫 = 1, 并构建一个"斯蒂弗尔-惠特尼多项式” 

W(t ) 二 1 十 Wit + .. ■ + 十… ； 

其中 t 为形式变量+称光滑流形的切丛的这个类为的斯蒂弗尔- 
惠特尼类. 

习题11证明等式 H^i = 0 的充分必要条件是流形可定向 - 证明队 
为欧拉示性类 ( mod 2). 

习题12 证明对于流形的直积（或纤维丛的直积）满足等式 

W{t) =W{t)W(t) 

注：是在上同调环 H 、、 Z 2 ) 中的乘积， W , W 分别是因子流形的斯蒂弗尔-惠 
特尼多项式. 

习题13证明对于 MP n 上的标准一维非平凡纤维丛 V (“默比乌斯带”参 

见 [1], 卷 B , §24) 成立 

W(t) - 1 + VKii, Wj € = ^ 2 , Wi ^0. 

计算 RP n 上切丛 r 的斯蒂弗尔-惠特尼多项式.可利用下面的结果： t © 1 = 
r / 0 ■ ■ ■ 0 ^ (参看 [1], 卷 H , 御的习题 1)- 

习题14考虑流形上的 A : 个向量场仍, … ，取 （处于一般位置)■流形上 
那些使这些向量场在此相关的点构成了“奇点闭健' 证明这是群 
中的闭链 ( mod 2), 它是斯蒂弗尔-惠特尼类 W n - M 的庞加莱对偶 * 

例3考虑复纤维丛 E 丄 B t 纤维为 C ' 结构群为 G = U ( n ), 相伴的酉 
(复) fc 标架丛为私二认其纤维为^ = V ；^. 我们己知其同伦群为（参看[1]， 

卷丑，§2你 ^ 

^ i ( v n , k ) = i S 2 (n - k ); 7 T 2{n _ k)+} ( V ^ k ) = Z , 

构造纤维丛 E k ^ B 的第一障碍是整系数上同调群中的元素 

〜一糾£丑加-冰十 2 (私7^_狄 +1 «,))=/^4十 2 (私2). 
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定义 2 称类 c Q (q = 1 ,…）为纤维丛 丑 上召的“陈类' 如果 S 
为复流形，则称其切丛的陈类为这个流形的陈类.引入“总胨类”为 

C(f) — 1 + Cyt 十 …+ C q t q + …， 

其中 t 为形式变元. 

习题 15 证明对于纤维丛的乘积（或流形的乘积）成立公式 

c(t) = c(t)E(t), 

其中各为乘积因子的陈多项式. 

习题 16 旺明对丁 上的标准 CA - 丛？ 7 成立 

c(t) = 1 + Cit, 

其中 d € B 2 ( CP n 7 Z ) 为基元， 

求 CP n 的切丛 r 的总陈类，为此可利用等式 r ® l - 77 ©---©^ (参看⑴, 
卷 It , § 24 )+ 

习题 17 证明，对复流形 M 2 ' 陈类与欧拉示性类等同，求黎曼面的总 
陈类 I 

习题 18 证明 U ( n ) 丛的结构群可约化为 SU { n ) 当且仅当 q = 0 
习题 19 对于 S 为底的复丛 （ 的共轭丛 f (参看 [ 1 ], 卷 IE , § 24 )，证明等式 

c { t ,0 = c (— “)， 

或者 

C2i(0 = C 2 i(0, 

C 2 i +1 ⑹ = 

习题 20 证明，在把陈类 c p 看成是群取 3 R ) 中的元时，它等同于用纤 
维丛的联络所定义的陈类（参看[ 11 ，卷 IEJ 25 ), 对于 Cl 类的验证特别简单.因 
此在任意纤维丛中，早先所定义的作为曲率张量（在法化之后）表达式的类在闭 
链上的积分总为整数. 

习题 21 证明，复纤维丛 （ 的陈多项式 ( mod 2 ) 定义了作为把这同一个丛 
看成是实的时的斯蒂弗尔-惠特尼多项式,就是说，这个实的丛为吒，其中 r 为 
“实化”算子（参看[ 1 ]，卷 B ，§ 24 ). 


§10. 同调论及崗伦群的计算方法.嘉当-塞尔 定理. 上间调运算.向置丛 _ _ 


例4考虑实的 O ( n ) - 丛％可以复化这个丛（参看 fi ]， 卷1 ? §24)： 

7] cq — 

丛6 q 具有结构群 G = U { n ), 并旦是“自共轭的”.它的意思是说 f 与 f 同 

(请验证 !). 

定义； J 称复丛 f q 的陈类 (- l )' c ^ 为实丛，/的庞特 里亚金示性类 ，记 
由同构 S & S 得到 

^2i(A) = C ， 2i(0 =Pi(v)^ 

C2i+l{^) - -C2i+l{0- 

因而 2^ + , =0. 故而在实的情形并不需考虑类 c 2 , +1 . 

习题22计算类 MCP ). 

习题23对于在 CP " 中由-个/!次方程（在有限部分€ 3 C € P 3 ) 给出的 
非异流形 M ^ y , 求其类 Pi ( A / { 4 ^), 

习画24证明类扒与通过丛中联络定义的类（参看⑴，卷 H , §25) 相同- 

习题25证明，如杲定向流形 A / 4 为另…个定向流形的 边缘， 即 M 4 = 
占灰' 则 p 1 ( M 4 ) = 0, 更一般地，= dW ^ 1 , 则类和的任意多项式在 
维数等于 n 时为零（对于非定向情形、只是的多项式).试用来表达类 

p^moii2 - 

§10. 同调论及同伦群的计算方法.嘉当-塞尔定理.上同调运算. 

向童丛 

I . 上同调运算的概念.例子 

流形和有限复形的同伦群计算问题极其困难，对于非单连通的复形，其群 
7 TX 作用于每个％的情形，这个问题有很强的数理逻辑 t 的理由表明它在算法 
上是不可解决的.甚至对最简单也是最重要的单连通复形（譬如球面)，同伦群 
的具体计算也还是极困难的没有解决的问题直接的几何方法可以获得一些个 
别的关于同伦群的结果（参见 [1 L 卷 n )， 这是些特殊的情形+我们前面也讲过一 
种统一的计算同伦群的方法，它成功地建立在纤维空间的同调理论与同伦理论 
的基础之上.在这里我们将讲述一个获取同伦群的无穷部分 TT ^^ Q 信息的 
方法，这里的 Q 是有理数域，欠为单连通复形，我们已在^的习题中对此作了 
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部分讨论.我们注意到，同伦群有限部分（挠子群）的计算需要发展出极 
其复杂的方法 才行； 我们在后面就会明白这点.除了 Q 经讲过的同调论外，所依 
赖的所有计算同伦群的代数方法建立在所谓的 “ 上同调运算”的基础之上，即具 
有如下性质的映射0 : — L - G ^) 的 运算： 

a ) 映射 0 对所有复形 K ， L 有定义，并为同伦 不变； 

b ) 映射0是“自然的、换另一个词就是 “ 函子式的”或“相容的”)：这意味 
着，它与连续映射/ : ( K ， L 卜 ( KW ) 交换： 

or = r 仏 

例 1 ^(^:) = x 7r \ 其中 .T e H ^( K 7 这里的 p = mi 对于 = Gi = 

其中 p ^ m 为 素数； 我们有 0 {x + y p ,0( X ^) = X 9( xh 这是因为 

分 =A. 这时 0 为线性映射.对于有理数域 Q = Gi 映射0不是个同态. 

例 2 0( x ) = E H Q ( K , L ; Z P ),5^( x ) e H q+ ^ ( K , L \ Z r ). 

同态&的定义在 §3 中已经 给过： 如果元 z 由整系数上链 f e C ^( K , L ; S ) 
代表 ， ；r = ^ modp , 于是 mo dp . 有同态 A = & 的自然推广 

占 2 ，<^…，心；如果^ ^ KerUP 09 modp 上同调于零，于是盖好 = py + Sz . 
所以定义了关系 i 

ymodp = Soix) = - ( -Sx — 5z). 

P\P ) 

习题 i 验证如 是个有明确定义的同态 

U^K.L^) C KciS^ -^^ +i (KL:Z p )/Im^i ， 

它与连续映射可交换，即 rs 2 = s 2 r . 类似地构造“更高的同态”： 

4 :「1 Ker A — H ^ 1 / U Ini l 

Kk z<k 

当友 > 2 时，这些同态并不是处处有定义和单值的.所以才称它们为“更高的” 
或“部分的”上同调运算.同态知的意义是这 样的： 如果我们已知 H ，( K ， L ., Z P ) 
的结构和算子心的作用，我们便能构造一个整值的上同调群 H ^( K y L : Z )/ r p , 
其中 r p 是其阶与 P 互素的元素构成的挠子群. 

习醞 2 所有4在 H *( K -, Z P ) 上的核是整数值群 H ^( K -, Z)modp 约化的 
结果+ 

习题3如果 x 二 5 k y 且$妾 S q z ， 其中 q < k , 则元素 z 由铲阶生成元 
x £ H *{ K ; Z) 代表， 
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因此，对于所有 A 算子4在上同调中（或者在同调 
中，它们对偶于上同调）的知识让我们有可能建立整值同调和上同调群 . 

算了&具有下列性质： 

a ) 宙们对所有在群上 （或 在它们的子群上）有定义，并为 同态； 

b ) 它们与复形偶对正合序列的同态5交换（请验证!) ： 

SSk = SkS. 

当 ft ; = 1 时运算化 =& 处处有定义并为单值 1 

定义 1称满足上述性质和 b ) 的运算0为 “稳定的 :： 运算+ 

利用“稳定”运算使同伦群的计算容易进行的主要原因在于，在 
有理上同调 ;© 中没有非平凡的（不能化为提升幂次的运算）上同调运算 
(将 在后面证明).在有理的（实的，复的）上同调群上的维一上同调运算是乘以 
数（标量）的 运算： 

o(x) = Xx : m ^ in. 

算子乂 的例子表明，在上同调群 //*( 中存在非平凡的稳定上同调运 

算.我们指出（不予证明) 7 在上同调 modp 中存在许多非平凡的稳定运算（参看 

㈣ ). 


定理1 (斯廷罗徳， ( Steenrod )) 1) 设 p = 2. 对每个整数：》 0, 存在稳 
定上同调运算 A 记 为对， 它对所有 e 给出了同态 

Sq l : H q {K,L]Z 2 ) ^ L;Z 2 ) - 

运算細 具有下面的 性质： 

a ) Sf / ix ) ^ (),0 < q < i ] 

b ) Sq ° = 1: 

c ) Sq ^ x ) = z 2 , 对 q 

d) Sq l ( xy ) = J2 Sq J ( x ) Sq k ( y )] 

j 十 k=i 

e ) Sq l ( x ) = 5^ x . 

2) 设 p > 2. 对任意《 > ( J 定义稳定运算汐仏 


使得 

a ) St ^ x ) = 0,0 < g < 2 i ; 
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b) Stl = 1 ； 

c} ~ xP,q — 2i ； 

d) St^xy) = Y1 Stl(x)St^(y). 

fc+J—^ 

称运算汾纟 和为斯廷罗德运算. 

所有稳定运算可以通过斯廷罗德运算的乘积（即复合）来表达（这是个复杂 
的定理) T 在它们之间存在着非平凡的代数关系；将来我们会明白看出，所有这 
种结构建立起了个复杂的程序，以计算同伦群的有限子群.我们注意到，具有 
两个胞腔的复形结构是这种应用的简单的 例示： 元素 : r € n k +{ I ( S ^ 定义了一个 
两个胞腔的复形 


K x = # 谢 

X 

使得 


^ k +<1+1 ( K x ； G 2 )^ G 2 

(分别由2和 w 生成 )* 对于 q = n , k -\- q -\- 1 = 2 n 的情形将在 §7 中讨论这样的 
复形+ 

引理 1如果存在非平凡上同调运算6^ - II ^ k +1 {-, G 2 ) 使得 

沒卜）/ 0卜为 G 的生成元 7 见前面)、则前面给出的那个 it e 7 T k + q ( S ^) 非零. 

证明 反之，设 .r = 0,则^的同伦型是球面束仏〜考虑 
映射 A M， 它在分项 P 上为恒同映射 ： 而把第二个分项以 ^ +1 投射到 
一 个点.因为沪 C 我们得到了投射使得 

7 T * = 1 ： //^ 

TT ^ = 0 ： H^ k+l H q ^- k+ \ 

按上同调运算的定义我们有 0{^ z ) = ^ O ( z ), 故而0 = 0{^ z ) - 0{ z ). 引理 
得证. □ 

平凡的例子 ： k = 0 ,q = n,x 为乘以 2 s g Z = = S s : ff n ( K \ Z 2 )— 

H n +1 ( K ; Z 2 y 

n, 艾伦贝格-麦克莱恩复形及运算 

在 §9 中我们己经考虑过“艾伦贝格-麦克莱恩 （Eilenberg - Maclane) 复 
形” K ( D , n ) = K , 它有 


7r n (K) = D._ ^(K)=0, j^n. 
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我们假定有了下面事实，即对任意 { D , n ) 存在这样的复形（参看 [45]), 并且它是 
个胞腔复形或同伦等价于胞腔复形. 

下面的关系是显 见的： 

K ( D ^ x D 2 , n ) = K { Di , n ) x K { D 2 , n ), 

Q { K { D , n )) = K ( D , n - l ). 

利用等式 ^(^( X )) = tt j +1 ( X ) (参看 [1]， 卷 H } §24) 便可相信这个结论， 

有下面的定理. 

定理2对丁 任意胞 腔复形 X ,映射/ : X — K ( D , n ) 的同伦类由上同调群 
H n ( X , D ) 中某个元 z 完全 确定； 又成立典则的同构 \ X ; K ( D y n )}^ H n ( X 7 D ). 

证明 a ) 设给出了上链元 e 给出骨架 X "- 1 到一个点的映 

射.在骨架上的映射如此定义：我们让每个# c 对应于元 G 

7 r n ( K ( n , n )) - D . 边缘枷己经映到了一个点.那么我们便收胞腔上的映射 
P — K { D , n ) 对应于 7 r n ( K { D } n )) 中的元素我们再延拓这个映射到 
骨架 X - +1 . 存在这个延拓当且仅当 5 x ^0 (参看 §9). 进一步，我们归纳假定 
在骨架已经构造好了映射/ : ^ K ( D , n ). 因为当 j n 时 

故而延拓映射/的障碍等于零 7 从而我们可以骨架延拓到整 

个兄 

b ) 设给出了两个映射 f -. X ^ K , g : X -^ K , 分别由两个上同调等价的上 
链怎, f 诱导 ， x — ^ = 6 y ; 可按§9那样在 rt — 1 维骨架改变/,使得元变成 x ~ Sy . 
于是在改变之后得到了 由于当 j > n 时所有群 ^{ K ) 等于零，得出这两 

个映射同伦 .( 另一方向的证明作为习题留给读者 .） 定理得证. □ 

定理3所有上同调运算 — H ^( M , L ; G ) 的集合自然地一 
—对应于群 m { K ; G ) = m ( K { D ^ G ) 中的元素， 

证明我们考虑 H n ( K ( D , n ); D ) 中的“典则”元％它按下面的方式定 
SL 由胡列维茨 （ Hunvicz ) 定理，我们有 H n ( K ( D , n ); Z ) ^ n n ^ D . 进而 
H ^ iKiG ^) - HomCD ^ Gi ), 其中 Hom(A G L ) 为阿贝尔群 D 到仏的所有同 
态.如果 D = 则在集合 Rom { D , D ) 中存在“单位”元 u 即 

恒同同态.由定理2的证明知道，对应关系 H n ( X , D ) ^ [ X , K ] 是这样建立的: 
如果给出了映射人则 

[/]^r( U )E^(X ；J D). 

反之，如果给出了上同调运算 A 则定义了元素咖）我们于是 
有了沒— 0( u ). 设给出了元素 0( u > e HHK \ G ) 和任意一个复形 X . 我们固定 
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—个元素 z £ H Tt ( X , D ). 由定理 2, 它定义了映射 f : X ^ K , 满足/、= 1 令 
B { x ) ^ 0 ( f M u ) = f + 0 { u ), 定理3得证. 口 

定理4对于任意有限生成阿贝尔群上同调环 H *{ K { D , n )- Q ) 是自由 
反称代数，它由线性空间二 Hom ( P , Q ) = H ^( K y Q ) 中的元素生成. 

证明设群 Z > 循环群的直和 P = Z x x Z x Z mi x x ,对于 
我们米证明，当 g >0 时仍(凡(£^);0) = a 对于 K ^ K { Da ) 的情 
形，这个结杲己在§9建立过，这是因为 

lim 一 

N—^oo 

我们归纳假定这个断言对于 P < n 时正确.考虑塞尔纤 维丛： 

E — 纤维 F = K [ D , n - l ), 

^( E ) - > 0. 由上同调 iT ( ; Q ) 的谱序列，我们得到当 p > 0时有 

E^ p = 0 而琦， u = 所以 r > 2 时心三 0, 从而五# = 坞， 0 二 

HHE ; Q ) =0. 因此 E ^° = HHB ) - m { K { D , n )) = 0,对于 D 从而对 

D = Z mi x ^^ xZ mfcI 我们有奶 ( K ( D y n ); Q ) = 0 J ? >0 为任意 ■ 

设 D 二 Z . 考虑这个塞尔纤维丛，并归纳假定定理对所有 P < n 成立.有两 
种 情形： 

a ) T 7 为 偶数: 

b ) n 为 竒数： H ^{ K { D t n - 1); Q ) = QK - i ] + 

于是由条件 = 0^ > 0, 我们得到由下面分別表示的两个谱 序列： 
a ) 


n — 1 

U 


UV 

!o 

uv 2 d % = 0, « ^ 2, % ^ n \ 



0 


0 

dn ( u ) = v ; 

0 

l 

0 

V 

0 

V 2 d n ( v ) = 0; 


0 



i 



b) 


2?i 一 2 

!u 2 ' 

i 


j u 2 v di = 0 } i ^ 2^ i ^ n; 



0 


n — 2 

u 


uv rf n (v) = 0. 





0 

1 


V 


在这里我们实质地利用了谱序列中的上同调积.因为对所有 Pd 我们在上 
述两神情形中都有那么我们所要的结杲几乎就是显然的了 + 

因为 D = Z x - x S x Z mi x ，， ■ x Z mjt ， 定理 4 得证. □ 
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m . 同伦群的计算 

定理5 (喜当-塞尔）设 X为单连通空间（或“同伦单纯”的)，其在 Q 中 
的直到 fc 维的上同调是个同构于由自由反交换代数 的环，它由巧 G 
aj < k 的元自由生成.于是成立下列论断： 

a) 对于所有丨< A： - 1,胡列维茨同态 

的核 为零； 

b) 像 Q) 与 H *( X 屬 中的元I的内积均为零，这里的 z 可非 
平凡地分解为 x = yz , degy > 0, deg^： > 0; 

c) 群 < k - l 同构（对偶）于商群妒 (x;Q)/r : 其中的 r 由所 
有那些有非平凡积分解的元素组成. 

证明由定理4知，这些论断对于复形 K { D , n ), 因而对任意的直积（包括 
k = oo ) 也对： 

K — KiDi ^ ai ) x K { D 2 , x K ( D ^^ a 3 ) x ■ ■ , 

ai < Ct2 < < ■ ■ ■ ■ (*) 

给出映射 / : X — K , 其中 ii ： 为形如 （*) 的空间，而自由阿贝尔群 A 的 
秩等于在维数％时的自由生成元巧的个数.由定理2,我们可选取映射/使 
得厂： H *( K ; Q ) ^ H *{ X f Q ) 对直到维数 fc 前都是同构.根据 § S 指出的那个 
过程，我们把映射/化成了在丛上的映射 f ; X ^ K , 纤维为 F t X 同伦等价 
于 X. 

因为广在小于 A : 的维数处为同构，于是由这个纤维丛的谱序列立即可得 
到，在小于 fc - 1的维数有= D . 对于单连通的； t ， 不妨认为群 A 不 
是自由阿贝尔的，而是恰好等于复形 X 的第一个非零的 h _ 同调群.因此/，是 
群 < X ) — tt 2 ( K ) 的同构.于是从纤维的同伦正合序列得到了 MF ) - 0 (# 
看 [1^ 卷 II ， §22). 

引理如果上同调 H ^ iF . Q ) 在 g < Ar- 1为零，其中 F 为单连通空间，则 
对 i < 允 — 1 有 7 Ti ( F ) @ Q = 0. 

引理的证明由胡列维茨定理，第一个非平凡群 7 T ^( F ) 为有限群.考虑纤 
维丛映射 / : F — K(7r a2 (F)，2), 其纤维为 F 3 . 因为 H *{ K {7 r a 2 ( F ) 7 2); H ) = 0,由 
谱序列我们看出 H *( F 3 ; Q ) = H *( F ； q ). 于是空间 F 3 便有为零的群 tt Q 2 (F 3 ) = 
0,1 (灼） =0,j ga 2 , 由归纳可化此引理到胡列维茨定理，因而引理得证.口 
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嘉当-塞尔定理的证明从引理得到 ^ i { F ) ® Q = 0对所有 i - 1成 
立.于是群同构 MX ) ®Q « ^( K ) ® Q 便由纤维丛的同伦群正合序列得到. 

证完. 口 

推论1对任意李群同伦群 tt ^ G ) 只在奇数 i = - 1时非零，并 

且一一对应于自由生成环 if *( G ; Q ) = A [ a ^， … 

推论2对于球面 S ' 我们有 


n = 2A: 时： ^(5") ® Q — Qj7r2n-i(^ n ) ® Q = Q] 

7 Tj ( S n ) ® Q ~ O y j ^ n ； 2 n - 1; 

n 二 2 A + 1 时： 

TTj{S n ) @ Qf = 0, j. / n. 


证明 由下面的事实（参看 §7) 推出了引理 2: 


/ T 〔帅 n ); Q ) = 


| Q[^n-l], 当打 = 扯 +1 ， 

A[Xn—l] @ 0[^2n— 2 ] 1 ^ Tl — 2,h. 


推论 3 如果 X 为 （n - 1)- 速通复形（即 7 Tj ( X ) = 0 J <71 ),则对所有群 
^ q { X ), q <2 n — \我们有同构 


H : ir q ( X ) — > U q { X ) ® Q - 

证明 可归 结为： 在 （n - 1)- 速通时，非平凡上同调乘积只能出现在加维 
情服因此在 2 n - 1维前环 H ^( X , Q ) 对于 (n - 1)- 连通复形总是自由的. 

习 M 4 计算球面束炉 V 沪的同伦群％(夕 V 5”® Q . 

在所有的情形中，对于单连通复形的群心(尤） ® Q 的计算都可化为有理上 
同调 H ^ Q ( Xy , q ) 的计算，其原因在于这个环是自由反交换代数（参看 §7). 

推论 4如果 X 在维数小于 7 V 处具有 if 空间的同伦型，则 iT ( X ， Q ) 在 
小于维数 7 V - 1处为自由代数，并且成立同构 

E 7 Ti ( X ) ® Q - E 

J i ^ N -2 

其中的 r 为所有有非平凡乘枳表达式的元素组成，而 ( Mr 表示 AZ 的对 
偶空间. 
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IV . 对向置丛的应用.示性类 


考察自然映射 G k ， N X G tM 土 Gk + l , N + M , 它甶线性空间的直和产生.这 
里的 G K n 为实，复 7 或者四元数的格拉斯曼流形.在 iV — oo 7 M — 0 C 时，我们 
得到映射 




Gi^ —^ Gk+i^ 


或者（参看[1]，卷 II , §24) 


BG k x BGi 上 BG k 十 i , 

其中的 DG n 为群的（万有）分类空间，是群 G ( n )， SO ( n )， l 7( n )， Sp ( n ) 
中的一个.现在留意一下，按照[1〗，卷 I , §24的结果，在包含关系 O ( n ) C 
0 {n + l ) 7 SO ( n ) C SO{n + l )，?7( n ) C U { n + l ) y Sp ( n ) C Sp ( n + 1) 下，同伦 
型是 “ 稳定的更准确地说 ， 对任 意维数< iV 的空间 X ,存在映射同伦类 
[ X r BG ] 间的同构 


[ X , Gjt jC c ] [ X ? f ? fc + i jOC ], 

其中 k = 对 G =0( fc ), S 0( fc ), 

2 k = N , 对 G = U ( k ), SU { k ), 

4 k = N y 对 G _ Sp [ k ). 

我们还在⑴，卷 A , §24 知道，对于 [ X 7 G ] 这己经得到了 证明. 囚为 = 
n i + ,( BG ). 于是由等式 ^ i ( GuG 2 )=0, (其中 G 2 C G 为群的包含关系）推出了 

^( BG u BG 2 ) = (} 

对同一个 i 值成立.所以对所给的偶对 ( G 1 , G 2 ), 包含关系 BG ! - BG 2 具稳定 
的同伦型. 

可以引进 “ 极限” CASK 办 如下： 

O = lim 0(1) C 0(2) C … C O ( N ) c … ， 

N —fOO 

50 = lim 50(1) C 50(2) C … C SO ( N ) C …， 

N—oo 

U = lim U ( l ) C U (2) C … C U ( N ) C •…， 

JV — »oo 

SU ^ lim SU ( l ) C SU (2) C … C SU ( N ) c …， 

Sp — lim ⑴ C 5 p (2) C … C Sp ( N ) C … _ 

iV— 
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对于群 G 心 万有空间已经是个 H 空 间了： 

Goo ^ Goo ~ * Goa (直和)， 

BO x BO ^4 BO , 

BSO x BSO BSO , 

BU x BU m /' 

BSU x BSU 么 BSU , 

BSpx BSp 上 BSp , 

其中空间的单位元邱 E BGoc 可以取做任意一个固定点（请验证 0. 也可 
换一种说法： BO ( n ) 直到 N = n 之前都具有 H 空间的问伦型， BSO { n ) 直到 
iV = n 前， Bf / fn ) 和 BSU { n ) 直到维数 N 2 n 之前，而 BSp ( n ) 则直到 N ^ 4 n 
之前都具有开空间的同伦型.在后文（参看 §25) 中将证明2 Q { U ), BSp ^ 

n { Q { Q { so ))), Bso ^ u { n { u { sp))y 

我们在 §7 中己经知道了对 G = SO , U , SU , Sp 的环 Q ). 因而，由嘉 
当-塞尔定理，我们便知道了 7 r t ( G)®Q (参看前面的推论 1). 从而也就知道了 
7 r l + i ( i ? G ) ® Q ^ 那么对偶空间 ( nj ( BG ) ® Q )^ (到维数 iV 之前）的 

基等同于环 H ^( BG y Q )( 直到维数 N 前）的乘法基（参看前面的结果)，这是因 
为 BG 在这些维数具有 H 空间的同伦型. 

然而，由所有维数构成的环 H *{ BG , Q ) 是自由反交换代数，甚至在不 
是 H 空间时也是如此.这由下面的习题（博雷尔 ( Borel )) 得出： 

•习題5 设 E — B 为塞尔纤维丛，纤维 F = 叫万)，其中 i ? 为单连通，五可 
缩，如果 Q ) 是个外代数 T 则为多项式代数.对于 ff *( F ; Q ) = 
A [^] 的情形，这个定理己在前面证明了.先从 = A [ xx , x 2 ] 证明这个结 
论，然后再对 A [^ i , 等等. 

对于群 G , 我们有 

ff *(5^0(2^); Q ) = Q [ pi ,-- , Ph - i , x],dcgpi = 4 i y degx = = X 2 ； 

H *( BSO (2 k ^ 1); Q ) = Qbi , … , Pfc ]. degp , 

H ^{ BU ( ky ^) = Q\c u -- ,c fc ],degQ 
H "( BSU ( k ); Q ) = Q \ c 2 r - ■ , qt]，degcn 二 2 心 
H *( BSp ( k )\ Q ) = Q [7 i , … ^ k]^Qgji = AL 

由陈示性类 q 的显式构造（以及由它们得到的所有其他类的显式构造，见 §9), 
我们知道类是取整数值的，即属于的像- 
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按照与嘉当子群（极大交换子群）有关的李群所常用上同调技术的类比，我 
们也考虑极大环面 T ^ CG 的 情形： 

T k c SO(2k), 

T h c SO(2k + 1), 

T k c U(k.h 

I 

c 517(^), 

T k tSp{k). 

对于 A = 7^, 我们有（参看 §7): 

BG n = BT Tl ^ CP * x … ■ x CP °°. 从而 
H ^( BT n M ) = mir - H 2 { BT n ; Z ). 

习题 6 证明映射 

H^BG] Q ) 二 H*(DT n ： Q) 

的核为零（即单射)，并且正好由那些在外尔 （ Wegl ) 群下不变的多项式 
构成. 

提示.对于 t /( n ), 其外尔群由所有生成元~的置换群组成.对 SO (2 n ) ，外 
尔群还包含了偶对之间的反射 { tr ， t 3 )^ - 对 SO {2 n + l ), 外尔群也包 

含了所有反射 G ^ - L 对 Sp ( n ), 外尔群与 SO (2 n ^ l ) 的一样+ 

因此，像 C 有 形式： 

a) SO(2k),i*(p q ) - E d/ + 0a) = h … 4; 

b ) SO {2 k ^ l )^{ j > q )^ E 逯…唸； 

C) U(fc) ， i» = t {l - -ti^C k = Xy 

(■|<，“<七 

d) 5p(Ar) ? r( 7 ,-) = E 6 … 疗， 

<ij 

(请将这些公式与 m , 卷 n , §25 的公式比较，在那里选取了 “牛顿多项式”为基: 
= ‘） 

习® 7推导类 G 与‘之间的关联公式.求对实化的 t /- 纤维丛6通过 
由类 Cq ⑹表示的类 Pj «) 的公式. 

习 ® S 以适当选取的纤维丛的谱序列推导出关于上同调的 If ^ BG ; Q ) 的 
约化公式（见前面） 
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习鼴9证明对于维数< /V 的复形 X ， 映射同伦类 [X, BG n ] (或者说是以 
(四元数域）为纤维的 "稳 定”向量丛的等价类）构成了阿贝尔群，这 

是因为召 G 是 "— 空间（对 O.SO'N = 叫对 E/ ， 5X/:iV = 2 叫对 Sjk N = An). 
映射 X — BG 的加法由方 G 中的乘法 0 ( 或丛的直和）得到（见前面所定义 
的林 

证明环同构 


[X ， BG n ] 只 ' 久 : Q)), 

或者等价地.在差一个群 [X ; BG n \ 中元的幂次上向童丛被示性类完全确定. 
对角块的包含关系 

U(m) x U(n) (Z U(n m) 


定义了向量丛的直和（对于群 O'SO'SU’Sv 也是类似的).于是极大环面可 
直接 互乘： U(m) 的生成元组1…， C G 与 U{n) 的生成元组 

e H 2 (BT n ;Q) 组成了群 U(m + n) 的生成元钼 U r - ,t m+n e 
这里的 G = C 当 i 

将■■入展成〜⑷，…， 0 = 4 和 < ⑺ V . O 的初等对 

称多项式，我们便得到了在沾中所没有证明过的分解公式 

或者说，对于 ♦) = ㈤ = ^ 我们有 

c ㈤ 二 c l { z ) c tf { z ). (1) 

现在考虑“陈特征标” （G = U(n ))： 

i=l i 亡 1 \t=0 / 

对于 < ® ^我们有 

ch ($ ©7?) — ch ^ + dn /. (2) 

习鼴 10 不求助于极大环面中的生成元 M 由 （1) 推出（2)，并也由 （2) 推 
出⑴ ■ 


丛€07?的张量积由乘积 


U(m) x U{n) ^ U{mn) 
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定义（对于 o ， so 可类比定义).这时极大环面的关系更复杂一些：存在环面间 
的映射 


T m x jm T 


mn 


BT m x BT n £}T mn 


— + 


其中 


t jk € 6 H 2 (BT m ； Q),t^ e H 2 (BT n iQ). 

公式 （3) 立刻由对映射 ^ 在对角型矩阵上的显式公式得到 .( 请验证!) 
因为 


ch ^ ch ?7 


^ exp ( r ^)^ exp ( st ；0 


(3) 


^ exp [^( t ； + ^)I 




^ expiztij ) 




所以从公式 （3) 得到了 


ch (^ < g > rf ) = ch ^ chr ?. 


⑷ 


对于复射影空间 CP ", 我们有（参看 [1], 卷 IT , §24中的习题） 

r ( CP n ) © 1 = r / 0 - - * 0 ?? } 

N - v -^ 

rt + i 项 

其中 Cl { rj ) = t t H 2 ( CP n y Z ), r { CP n ) 为切丛.由公式 （5) 和⑴我们得出 

c(^) —. (1 + zt) = 1 十 CiZ + -. - + C n Z n , 

p{z) = (1 — JZ 2 t 2 ) n+l = 1 + 仍 2 2 + ••• + Pk^ 2k + … _ 




⑹ 


这里对向量丛 r © 1,*1 = t 2 = * - — J n +1 = t , 从而 Pi(r) = (- l ) 1 c 2 i(r 0 f ); 由定 
义类 Pi { l ) = (— l ) a C 2 t ( try ); 但对于 ？ = 7《， 我们有 cy = cj (二$ ㊉ € (参看 [1], 卷 
1，§24).因为 d {0 = (一 1)^(0,于是我们得到 

Pi ( rj ) — - C 2{ V ® V ) = t 2 , pi ( r }) = 0 ,i > l . 


由此得出 


Pi(r) = (-1)^21^ ©f), 

(i + T.pii ^)=( 丄一 z 2 t 2 y^ - p(c 严 ) r 


⑺ 
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习题11求对称幂少 f 和外幂的陈特征标，其中 （ 为 t / -向量丛. 
习醞12求直积 〜 x ..■><([： 尸〜的陈类和陈特征标. 

习题13设 X ^- 1 是由 CP - 中一个代数次（非异）方程给出的流形，研 
究类 W 证明条件 W ) = 0 等价于 fc = n 十1+ 

习题14求欧拉示性数和数 K ' M ^" 1 ])- 

习醞15研究 = 4,6 = 3的情形，求巧的同调群. 

习题16证明在 CP n 由非异方程给出的超曲面为单连通， 


V . 低维的斯廷罗徳运算的分类 

我们想要给出计算球面的同伦群的方法，这个方法所依据的事实是存在具 
有其公式化性质的谱序列（参看勒雷定理)，斯廷罗徳运算和汾&的存在性 
和公式化的性质，还有对于 7T = Z,Zp 的艾伦伯格-麦克莱恩复形 K(m) (对 
于所有有限生成的阿贝尔群也是一样的)，为此目的，必须首先算出所有 m 0 dp 
的上同调算子.对任意阿贝尔群，我们按照下面的模式构造复形 K 

a) 存在一个胞腔 cr 0 e K(tt, u ); 

b) 当 1 S S n — 1 时没有 i 维 胞腔； 

c) 胞腔 4 与生成元 Xj -对应； 

d) 按照群 7 T 的生 成元％ 上的关系把胞腔附加在已经构造好的骨 
架 上： 

\ k J yk 


Ik = 




— 0, \j fc 



对于骨架我们得出 


: 0 ^ +l ^ K ' 


^(K^^OJ <n, 

〜 ( K - +1 ) = tt . 

选取任意一个基元 n n ^( K n + l ) 并附加胞腔（参看 S4) 

( LX "") U KR+1 ^ Rn+2 ' 

Qj : da n+2 iT l+1 . 
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于是我们得到骨架 K 化 由广义的胞腔逼近定理（见 §4) 我们有 


0 = 7^(7^ +2 ) = 7 r n +1 { K n +1 )/( a u a ^ …)+ 

重复这个构造，在过渡到时我们便有了群 7 r n +2 { K ^% 然后，过渡到 
又有了 7 r n +3 ( K ^) 等等.取极限 n+g -， oo 得到无限的胞腔复形 

K ( n tf n )^ 

但是对我们而言 K (^, n ) 的构造本身并不重要.重要的只是存在这样的复 
形.我们已知下列一些关系成立： 

a ) K { Z ^2) = CP 〜， iT ( CP M ; 泛 p ) ， Z p [ t],t € > 2 为所有 

素数. 

b) K(Z ptl ,l) = S^/Z ph = Jim L^ + 1 (l,l, ■■ , 1 )^ 

存在丛（参看 § 4 ) —~ 

p : L ^ +1 ( Ul , - ,1) CP N , 纤维为 S 1 , (8) 

它由广义霍普夫丛 

S 2 N + i 纤维， 

P 

得出（见 [1]， 卷 I ，§2), 它是球面夕 2 〜 1 = { 也…』 = U 在群的 
作用：（句.… ； 印 ） h ( exp [2^/^] zo ? - - * T ey ^\ li { i / p h \ z n ) 下的商 映射. 用系数在 
Z 上的谱序列计算丛 （8) 的上同调，我们得到 


1 

U 

0 

UV 


uv 2 

0 

0 

l 

0 

V 

: 0 

V 2 

0 


0 

1 

1 

2 

3 

4 

^ ^ ^ 


心 ： u — p h v、v ^ 0 
uv p h v 2 , 


k 


， fi v k+1 ‘ 


所以 

H 2 UK- Z) = Z p h. q = U 2 ^r -； 
H 2q+l {K;Z) = 0 , ^ > 0 . 

在域 Z p 上则成立 


d 2 u - 0, d 2 v = 0 T E^ q = ^ = E ^. 


于是有了环 


1); S P ) = A [ u ]® Z P lv ], 
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其中，因为并代数是自由的，故丑为自由代数+由对整值上同调的 
知识，我们在 H *( K ; Z p ) 中得到了 

= 0 ， j < h 7 ^ q (^ k ) — 0. q 任意， 

ShU = v , dh ( nv k ) = u fc+1 . 

我们还留意到 7 如果 S h ( u ),5 h ( v ) 都有定义，则 

S^uv) = (S^v ± u(Sh^}- 

这个性质立刻由整系数上链的上边缘算子给出的 4 的定义本身得到- 

习應17利用前面得到的知识证明 ^( iC ( Z p h , n );^ g ) = 0 ? 其中 p 与 q 
互素， 

对于以单连通空间为底的纤维丛，其上同调的谱序列为 

El° ^ E^ q = 

存在映射 — — 

P * : H q ( B ) ^ H q ( E ， F ) 为 “投射”， 
i * : H q [ E 、— J ? g ( F ) 为“限制 ”■ 

我们可以定义一个多值映射，即所谓的超 波映射 

H q (F) D 

其中 5 : H ^( F ) —別 +1 (五,为多值映射 r 的定 
义域，它并不在 H ^( F ) 上处处有定义.显然， A 〕 1^* 并有 r ( Imr ) = 0. 用微 
分辠给出的超渡的定义为 

少=门 Ker ^ = C H ^ F ), 

在群#上 r = 十卜 

因为所有运算 Sq \ St ^ 5 J h 都与连续映射的，可 换： 〆 0 = 0 〆 （这里的设为 
前 面提及的那些稳定上同调运算)，也与在 ' 上 同调中的边缘5 : H ^( F ) - 
H ^\ E 7 F ) 交换,故面得到所有稳定运算5, 6 h , Sq \ St ； 都与超渡映射交换:二 
Or . 这表明，对那些定义了超渡映射的元(或者就称其为“超渡”元)，其 
像― A 州也在超渡的定义域中（即是个超渡元)，并且这时成立 

dr — 丁6、 

0 = 6 y 5 h , Sq \ St ^ 


⑼ 
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我们现在来计算复形和 K(Z p ^n) 的某些 “ 稳定 ” 上同调 . 
l.K = K(Z ， n)， P = 2 的情形 . 

对于 n = 1 ， 2 答案己知： H*(K(Z 7 2) ； Z 2 ) - Z 2 [uldegu = 2 . 我们考虑 
丛 E — K(Z,3),F = 0{B) = K(Z ? 2) 的谱序列■对 E^ q 项我们有 E^' q = 
H*(F;Z 2 ). 显然，元素 u e H 2 (FiZ 2 ) 是个超渡元，从而 t(u) - d^(u) ^ v ^ 
把 ( 厌心） = 由的性质（见 §10 的 T 小节及超渡的性质）知，元素 
Sq 2 [u) — u 2 , Sq A Sq 2 (u) — {u 2 ) 1 = u 4 为超渡，从而 

r(u 4 ) Sq 2 (u) G 

t(u^) = Sq 4 Sq 2 {v) G H 9 {B;Z 2 ), (10) 


由此立即得出，代数 『 ( 咖 ) 为生成元 r{^) 的多项式代数的 形式 : 

n^(B-,Z 2 ) = z 2 [v, Sq 2 V, Sq 4 Sq 2 v, ■ ■ J , 

B A =- B ^ K(Z^),S h v = 0,Sq 3 v = v 2 . 


现在转向下面 的丛 : 


E —> B m , F = K(Z, n — 1 ), B n = K(Z. n). 

当转到 F 二 K ( Z ，3),5 - S 4 - K ( Z ; 4> 时.我们得到了已经考虑过的 E^ q = 
H^{F;Z 2 ) 中的超渡元： 

v'Sfv、 … y Sq 1 ' Sq 1 ' ■ ■ ， Sfv, 

同时也由把它们提升 f 幂次得到新元 ：以二 Sq^v A = Sq^Sq^v, ■ ■ ■. 重复这个 
过程：我们得到对于 q<n 前面的上同调群 n^(K(Z, n):Z 2 ) (表出生成元)： 


t/ = 0 

1 

1 2 

3 

1 4 

U 

0 

Sq 2 U 

Sq''u 

| 

Sq 4 u 

q = b 

6 

j 

7 

8 

1 

9 

Sq^u 

Sq & u 

Sq 7 u 

Sq s u 

Sq Q u 


Sq^SqH 

Sq 5 Sq 2 u 

• 

晒 

• 

Sq G Sq 2 u 

Sq 7 Sq 2 u 
Sq e Sq A u 


2.K = K(Z Q ,n) 的情形 . 

这里的讨论是完全类似的，但是从纤维丛 

E ^ B = K{Z 2y 2) 7 F^K(Z 2 ,1) =EP°° 
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开始，这里的超渡元为 


u G H l ( F ] 芯 2 )， Sq l u = u 2 , = ( u 2 ) 2 , ■ ■ s 

w— …奶 A = (h 2 ) 2 … ■ ) 2 . 

进行类似讨论.我们得到了 “稳定”群 H ㈣ [KH n )-^ 2 ) 在 q < n 的表格: 


q = 

0 1 

l 

2 

3 

4 

5 

6 


U 

1 

1 

♦ 

Sq^u 

\ 

Sq^u 

1 

Sq 3 u 

Sq 2 Sq x u 

Sq A u 

Sq 3 Sq l u 

♦ 

Sq^v 

Sq ^ Sq l u 

1 

Sq^u 

Sq ^3 q l u 

Sq 4 Sq 2 u 


注在后面进_步的计算中，我们只用到 g < 7时的群 H ^( K ; Z 2 ), 所以 
对我们来说,所提及的论断的细节的证明并不重要：在 g < 7时所有这些论断可 
以由初等想法得到的谱序列进行验证（参看前面的内容). 

3. K = K ( Z 2 ^ < n . 

对于 7/ n ^ q ( K ( Z 2 ^ , n ); Z/)，q < n ， 我们有 


q = 0 

\ 

2 

3 1 

4 

u 

6 hU 

Sq 2 u 

Sq^u 

Sq A u 




Sq 2 5 hU 

Sq^dhU 


4. K ^ K ( Z p ^ n ) 的情形完全类似.我们不再去考虑上同调 H *{ K ^ V ) T- 
立刻可指出答案. 

a) 对 K = K(Z，n) 有 H ^ q { K \ Z p ), q < n , 


q = ^ 

1 

i 

2 

_ _ _ 

2p-2 

2p - 1 

u 

0 

a 

0 

St^u 

^ Sf^u 


b) 对 K = K (V n ) 有 H 7 l ^( K ; Z p ), q < n . 


q — 0 

1 

2 


2 p 2 

2 p 1 

u 


0 

0 

St^u 

S ^ St^u 

St ^ S h u 


(对于办二丄有心=么）， 

因此，我们看到在指定的维数上，所有“稳定”上同调运算沒被约化为平方 
迭代和幂 Sq \ Stl ，5 M 的迭代，其中 

9 : H n ( K , L ; Z p ) ^ B n + q ( K , L : 
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并且与上同调的边缘同态交换，同样对于形如 

0: H n ( K , L ; Z ) H n ^ q { K , L ; Z p ).. 

0 -, WHK . L -. Z ^) H n + fl ( K , L : Z p ) 

的稳定运算.它们可化为运算汾 ^ Sq \6, mod ?. 约化)，并且另外还化为上述 

运算作用于元素 

可以称稳定运算61 : H ^( X : Z P )^ W l ^{ X - Z p ) 具有“维数 V 

deg^ = q. 

那么所有稳定运算组成了一个分次“斯廷罗德代数__ A p: 

<i=o 

其中为纯量积，#为所有 g 维运算. 

由上面所构造的 表格， 我们得到在小维数 g 时的基代数= A 

p = 2 : 



p > 2: 


我们来注意一些所得结果中的一种令人好奇的现象 ； 它特别出现在 P = 2 
的情 形中： 基运算要比所有可能的斯廷罗德运算乘积（复合） SfSq ^ + SqW 要 
少.这表明在运算的乘积关系间存在有非平凡的关系.对这些关系的想法 
是这样的：考虑乘积 5 LPr x … x RP ^= (其中 IRP ^ = RP ^) 和元素 

u = ti ^ - ^ e H n (RP^ x - ■ ■ x WP^;Z 2 ), 
0^t 1 eH 1 (IRPf o ;Z a )=Z 2 . 



对于 A 我们有 SqHi = tlSq % = ti.SqHi = 0: 当 j / 04 -由此知道，对任 
意形如 Sqh … Sq %( u ) 的运算可以只从斯廷罗德运算的形式化性质 Sq \ xy ) = 
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E SqHx ) Sg k ( y ) 进行 计算， 于是表明，所有的基运算沒 e 

j + k=i 

在 g ^时非平凡地作用于元素 w 上：如果 0^0 w \ S ( u ) ^ 0. 
对 g < 8,我们对此直接验证得到了 




ti 


U ; 


g = 2 : Sq 2 u = 
q = 3 : Sq 3 u = 



u \ 




u, 


SifSq 1 


u 



=cti cr 2 w ； 


(设 〜 =e … ~ 为初等对称多项式 .) 

ii O 


q = 4 i Sq 4 u 


E 


a 4 U y Sq 3 Sq 1 u = o ^ aiu ] 


q = 5 : Sq^u = Sq 4 Sq l u = a 4 a\u: 

q — 6 : Sq 6 u = cr 6 u, Sq 5 Sq l u = a^a\U^ Sg A Sq 2 u = 

q = 7 ： Sq 7 u = (Tju^ Sg (i Sq 1 u = (XQfj\U^ Sq^Sq 2 u = a^a 2 H, 

Sq 4 Sq 2 Sg 1 u = <74,<J2 ^lU ； 
q = S : Sq^u = crgti, S<f Sq l u = aja\it^ 

Sq Q Sq 2 u — a^o^n. Sq^Sq 2 Sq 1 u — <7 5 <72^]U^ 


( 11 ) 


由前面所给出的表格可看出，所有基运算0 e 其中9 < 8为线性 

无关地作用于元 

0(u) = 0^0 = 0, 

因此,对于斯廷罗德代数 A = A 2 中的基面言，形如 


Sq 1 ^ • > 2i k _ 1? U h … ， i 2 > 2i !， (12) 


的乘积就足够了， 

形如 （12) 的这些乘积元线性无关，并且给出了代数中的完全加法基, 
我们可求出形如 

^ v = J2 Op ， 

a ^2 b 

2 b , 0 < i < 2 j 的关系式. 


iio . 同调论及同伦群的计算方法.■当-塞尔定理.上间调运算.向置丛 * in _ 


习腰18对所有 g 求出系数 A $. 

对。< 8,用表 （ U ) 经直接计算，我们得到(这总是成立 
的因此我们得下面的关系表： 

Sq 1 Sg i = f = 0’ 

Sq ^ Sq 2 = Sq 3 , 

Sg 1 Sq 3 = 0 } 抑 1 妒 = Sq ^\ (13) 

Sq ^ Sq 2 = Sq 3 Sq \ Sq 2 Sq 4 = Sq b Sq \ 

5 g 3 5^ 3 = Sq b Sq 1 . 

VI 球面的第一个非平凡稳定同伦群的计算 

考虑映射 f : S 71 — K ( Z y n ) - K . 我们将此映射转换为纤维映射而不改变 
其同 伦型； 在这里的广是与 H n ( K ( Z , n ); Z ) = Z 的同构.对纤维 
F = Fly 我们由同伦的正合序列得到 7 Ti ( F ) = 0 ? i < n ; 7 Ti ( F ) = 会 n + L 

在维数 n ^ q <2 n 时由纤维丛的谱序列推导出了一个正合序列（其中 t 为超渡) 

0 — H ^ q { F ) — 0 ，g > 0, 

其理由是：对 p+g < 2/ i 有 E 砧， '而且 g > o 时 = 

p+q — m 

0,/* : H n ( S n ) 

因此我们有： 

( n > q > 0}： 

H n ^( F ; Z p ) i S p ) 7 


其中 

rSq i = Sq { t , tS ^ = S ^ r , TSt l p = St i p r ) H J ( F : Z P ) = Q.j ^ n . 

由群的表格得到 H ^{ F ; Z P ) 的 结果： 

P> 2 ： _ 


q = 0 

1 

III 

|2 p -3 

2 p -2 

0 

0 

0 

i 

6 ^v 


结论对于 p >2, 当 0< g <2 p — 3< n 时，在群 ^ q ( F ) =〜卄 ( S ") 中 
没有非平凡的 P- 分支； 因为/ 0, 故群 


兀 = ^n+Zp-at^") ^ °5 

在维数 2 p -3 处我们有 

开 U 明 
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对于 p ^2 我们类比地得到 I = Sq 1 {2 p -3 = 1): 

^ l l ( S ^) = Z 2 = n n +1 ( S n ), -0, p >2, 

我们有上同调 H ^( F ; Z 2 ) 连同斯廷罗德运算的作用于下 表中： 

p = 2: 


H n + tf ( F -, Z 2 ) = H n +^ l ( K ( Z 2 l n ); Z 2 ) = A ^ +l . 


q = 

1 

: 2 

3 

4 

5 

6 


V 

Sq l v 

I 

w 

Sq 2 v = 0 

Sq^w = 
Sq ^ Sq 1 v 

SqH 

Sq 2 w 

Sq 3 w (14) 

Sq b v 


这里 r (^) = Sq 2 u , r ( w ) = Sq 4 u . 利用关系 Sq 2 Sq 2 — Sq ^ Sq 1 及条件 Sq'u = 


0, 得到 

Sq 2 v 

= 0. 

(15) 

因为 Sq 2 Sq 4 二 Sq ^ Sq 1 + Sq G , 故有关系 



Sq 2 w — 

Sq G u . 

(16) 

由等式 Sq 2 Sq 3 二 如 5 +邱 4 恥 1 推出 



Sq lf w — Sq 2 Sq l v , 

(17) 


转到下一个步骤.考虑（纤维丛）映射 

f , F 1 = F ^ K ( r L^n + \), 纤维为 

其中 夂： 7 v n + l ( F )^7 v n +1 ( K ( Z ^, u ^ l )) 为同构，我们因而得到 

5 (巧）= 0， jn + 1 : 

nj(F 2 ) = tt/Fl) = 7Tj(S TL ), j > n + 1. 

用谱序列和超渡 t ， 在稳定情形下可方便地表示出正合序列： 

H n+ HF' t Z 2 ) ^ J7^(F 2 ;Z 2 ) 二 A q 二 H n+Ci+1 (F,Z 2 ) ^ //^+^(r 2 ;Z 2 ), 

其中 P 和 t 都与斯廷罗德运算可交换 ， = H ri ^( K ( Z 2 , n ^ l ) ] Z 2 y 在映射 
广下，基本类1/ e H ^ l { K { Z ^ n ^ iy , Z 2 ) 变到％即 

r ( n ) = v . 

故而像广乂由那些应用于元素1的斯廷罗德运算的像构成， 


f * A ^ = A ^{ v ). 


S10. 同调论及同伦群的计算方法 . 嘉当 - 赛尔定理 . 上同调运算 . 向置丛 ■ 113 、 

利用 料 F 、 Z 2 ) 的表格（见前面)，我们便得到了上同调 H *{ Fr ^ 2 ) 的 表格： 

(18) 

这里的化 i^x = r- 1 (Sq 2 u) ( 因为抑二 0 和 ”= 尸 ( 以 ) ，故尸 ( 抑 2 幻 = 0 )了 
故而 Sq 2 U = r(x} ) x e H n+2 (F 2 :Z 2 ). 另夕卜 7 Sq 2 (Sg 2 u) = Sq ：i Sq 1 u ^ 0 ? 因而 

r(Sq 2 Sq 2 u) - r(Sq 2 x),Sg 2 xe Z 2 ). 

因为 Sq^Sq 1 %' = f*(Sq 2 Sq 1 u), 在表 （ IS) 中的关系 Sq^w = 0 可由表 （ 14) 的关 
系 推出. 

设 a 二 Sq 2 Sq l v — Sqhu = SiW,b = Sg 2 x = T ~ l ( Sq 2 Sq 2 u )= 

T ~ l Sq l { Sq 2 Sq ^ uy 有下面的一般性 命题： 

引理 2 如果 a = r(d) = 处叫 6 = \ ⑻，则在 H "( F 2 ^ 2 ) 中元素 6 和 

w = i、w 满足 b 

证明引理由在上链复形 C*{E;X) 中的上边缘同态的初等性质得到.我们 
将其证明细节留给读者. □ 

用引理2我们得到： 5 V =夂=心, a ， Sq 1 w,b = Sq 2 x , Sq 2 x - S 2 w . 因此 
特别有 = S ^ S^w = o . 

结论因为 Sq 1 ^ = SiX # 0 S 故（考虑到 ' 十 2( 厂 2) = /^+2(厂2;幻）有 

7T n ^(S n ) = - 7T^l 2 (F 2 ) = Z 2 . 

现在进到第 三步. 考虑（纤维丛）映射 

f ‘■ F 2 — iC(Z 2 ，n + 2), 纤维 为巧 . 

映射 Ak + u 为同构.对于凡由同伦的正合序列得到 

7^( F 3 ) = 0, j < n + 2， 

^i(^) = ^(^2) = ^(^), J>n + 3. 

在稳定情形 g < n , 谱序列又导出了正合的 

H n ^(F 2 ^ 2 ) H n ^(F r ,^2) ^ A q ~ l ^ H n ^ +l (F 2 ;Z2) 二， 



其中 ^-1 = i?^+ 1 (K(Z 2 ,n + 2)iZ 2 ). 
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按定义^ =广⑻，其中 u 为上同调 If n + 2 ( K ( Z 2 ，n + 2) ; Z 2 ) 中的基本类.因 
此我们得到 

f*(A^- 1 )=A^ 1 (x). 

对于上同调 H ^( F s ; Z 2 ) 我们有表格 


Q = 

2 ! 

1 

1 

3 

4 

5 


0 ! 
1 

1 

W 

1 ^3^ 

Sq 2 w 


其中5 二 i ^ w ,8 ^l = r ~ 1 8 2 w , 这由引理2得到（见前面). 

结论因为和6笋0,故 

O n ) = 

又因为 ^ l A ( S -) =心，及 P > 3时 tt ^ 3 (^) = 0,故我们有下面的 结果： 

定理 6 ^ q < n -\ 时稳定同伦群 ^ q ( S n ) 取下面的值（对 g ( 2也可 
参看 [1] ，卷 K , §23) 

7Tn(5 n ) = Z.TT^iS^) - Z 认十 2 (W) = 心， 

'十3(乃= ^24. 

习题19计算'切 (5^,9 < 9. 

我们注意到， 当 P 10 出现了一些很严重的难点，但是却是可以克服的.经 
过较困难的计算我们可以得到 g ^30 (或相近）的所有群 7 r n + q ( S n ). 虽然在现 
今的文献中也可以找到许多关于髙次同伦群的定性的信息，但是对所有 g 的普 
遍答案几乎不可能有完整的形式. 

VII . 胞腔复形的映射的稳定同伦类 

常常有这样的 情形： 给出了一个 （ n _ i ) 连通的胞腔复形而它没有1 $ 
i ^ n ^ l 维的胞腔.在这种情形譬如说，要求计算复形 X 到 K 的映射的稳定 
同伦类;这时假设 dimX < 2 n - 1, 

另一个问 题是： 研究映射/ :入叫 — X 到 （n + q + 1) 骨架的延拓障碍 
«(/) 7 其中 g < n - 2. 过去曾经证明过，对于纤维丛 E 二 B ， 纤维为兄底为 
( r ^-1) 连通时，对于其同调的谱序列在维数小于 h - 2之前可推出正合列 

H *( E ) H *( F ) H M ( B ) ^ H m ( E ). 

我们看出，在“稳定的”维数处,斜积的同调群与同伦群一样的复杂.可以说，在 
维数《 2 n - 2时，纤维丛 p : 也 — B 的同调理论与偶对（五， F )， 其中 B 〜 E / F , 
的是一样的，这是因为 F 中不在 S 或 F 中的非平凡胞腔可能首先出现在维数 
2 n 处（底和纤维的胞腔积).因此，在稳定的维数处有一些简化的想法. 


510 , 同 调论及 同伦群的计算方法.嘉当-塞尔定理.上同调运算，向最丛 - 

引理 3映射的稳定同伦类形成阿贝尔群 
证明 考虑两个映射 /J 

/:X — 反 g : X — K 

和它们的直积 

f x g : X K X K, 

其中 （/ x g)(x) - (/( x )^( x ))- 

(注意我们一开始对 K 和 X 的假设 .） 复形 K x K 为 （n - 1)- 连通； 它 
没有维数1 < z $ n _ 1的胞腔 T 并且在胞腔映射下的像 （/ x g)(X) 位于维数 
k ^ djmX 的骨架中.因为 KxK 中不在 KWK 中的 “ 多余”胞腔出现在维数 
■ 2n 中 ，故当 A <加 一 2 时，像 （/ x g){X) 便落在了 A：V 尺 c/Cx 尺里-存在有 
显然的 “ 重叠”映射 

X ： K V K ^ K ； 

它在每个分项 t 为恒同映射. 

定义同伦类的和为 

f . ge \ X,Kl f + g = X[f xg )， 

其中假定了 / 和 g 为胞腔映射，且 dimX < 2n - 2. 这个运算的群性质和阿贝 
尔性是显然的（请验证!) . □ 

引理4设己给出稳定映射/ : — K 和这个映射延拓到骨架 X -+^+' 

的障碍 a ( f ) C C n + 叫 （ X n 切十'& 出八 K )) (参看洲，于是障碍 a (/) 在加法运算 
下依赖于/ € [ X , K ] ,从而满足 a ( Xf ) = Aa {/). 

证明 障碍 ti (/) 在的值由映射 

da n+fl+l = S n+q ^ K 

定义.在映射的加法/ + P ^ X (/ x 0) 下，由/和 S 所确定的延拓由映射 
da ^ q+ i _ K 确定，它的可加性由群^的可加性确定（这里是稳定的情形， 
它与起点的关联以及与 m 的作用无关). □ 

1 _ 

我们已经构造了映射/:欠 — n 玄给出了 q -上同调的，从 

而同伦群的直至 （2 n - 的同构（见前面的 ET ). 这里的群 R 为 
自由阿贝轵群. 



+ 116 • 


第_韋 同调和上同调群.它们的计算方法 


我们来构造骨架上的“逆”映射 

An -1 \ ^" 2 

n K ( D ^ h )\ 

使得/；〜 = A 〆0 在 j < 2 ti- 2 时的 Q- 上同调和同伦群 tt^Q 中成立，即 
Ug ,{ x ) - \ x ^ A f ,{ y )^ Xy . 我们将构造这样的“逆”映射1我们按照骨架进行 
归纳构造.设（归纳假定）障碍发生在己经构造好了的映射的延 拓时： 要把 
g n + q 队 [n + q ) 维骨架延拓到 ( n - hg - hl ) 维的骨架上，这个障碍是具有限阶 M 
的上同调类+之后，利用引理3和4,转移到映射 M * Sn-hq ' 并且在 （n + g ) 维骨架 
上改变它，给出了零障碍（参看轵).延拓类 i ^ q ) 的映射到 n + g + l 维的骨 
架上，从而得到了映射^^ +1 等等.最终给出了映射化我们来证明在 n + g 骨 

/ \ 2rt-2 

架上映射^^的上同调障碍类的阶的有限性.骨架 f n 同 

V^Ttj 5=n j 

伦等价于骨架的束 V { K ( D 3 , n 3 ) f ^ 2 . 每个复形 ( KiD ^. n ^ f ^ 只有在上 

同调的第一个非平维数％才有无穷阶的元，其根据是前面第 V 小节中关 
于 K (^ n ) 型复形的有理上同调的结果.在构造逆映射&_ 时， 我们分别在束 

的每一个分项上构造它.所以我们只遇到了有限的阶. 

3 由此得到 

定理7对任意复形又义到 （n - 1)- 连通复形冗的映射的稳定同伦类 
(dimX ( 2 n — 2) 枸成阿贝尔群[ X ， W ， 对其成立 • 

4 

[ X , 欠] ® QsHom ( iT ( AQ ) — iT ( X ; Q )). 

这表明，在相差一个有限阶元的范 围内， 同伦类被 Q -上同调的同态确定; 
于是 7 任何一个纯代数的同态 a * : H ^ K ^) ^ 或〜： H ,{ X ^) ^ 

H 4 K ; Z ) 可以乘以 个 非零数 A ^ 0 ? a ^ ^ Aa *, a * — Aa * : 使得同态；(或 
Aa .) 可由连续映射 f ： X ^ K 来实现 - 

§11. 同调与基本群 

设有非单连通的（胞腔或单纯的）复形凡，它的基本群为 D = 7 V , { K ). 考虑 
其万有覆叠 

p -, K ^ K , 

其中群 D 自由且离散地作用于尤并将胞腔（单形）变到胞腔（单形)， K 中的 
每个胞腔 < 对应于一个胞腔组 

P _1 K ) = …， 



§11. 同调与基本群 


其个数等于 D = Tn ( K ) 中的元素的个数.群 D 在作用于时由胞腔 
间的置换确定.在逆像中选定一个胞腔，以 < 记之， 

所有 K 中的胞腔便有形式 


g^D = 

其中的所有 9^) 互不相同 . K 的任意链具有形状 

a = ^ CHK). (1) 

J'7 

其中为整数. 

k 上的边缘算子^与群 d 在胞腔上的作用可交换，也与乘以数\的运算 
可换；可以自然地引进“群环 ”厂二 Z [ D ], 其元素为有限和 X j 为整数, 
9 j e o , 乘法的形式为 



由复形 K 的链 （1) 的形式看出，这是个系数在环 r 中的链（如果群 d 非交换 
则可能它也是非交换的). 

到任意环 / v 的同态 P ' r — r r 让我们可以考虑允上系数在 r 中的链 


复形: 


p { a ) = 


a^C\{K) 


是系 数在广 中的链.另外，允许以广中的任意元去乘链 p ( a ); 这个乘法与 
d 可交换，称这个复形的同调群为系数在表示 P ■. r — r f 中的同调群> 其中 
r = 并以 H ^{ K ) 表示这个同调群， 

例1如果广 = r ，户三1,则由定义有 




例 2 如果 z = r 一 i % 


于是 


(请验证!) 
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例3设 K 为非定向流形 ， K 那么也可引进“有向道路”的概念， 

即一个同态 P : 一 h 二 {士1}(参看[1] 7 卷1,§17);由它产生了同态 

p : r —> z ? 

其中 

p(Y, x ^) =^Y1 切 ("0 

称同调群为“具局部参数的同 调群' 利用对偶复形可以以显然的方式 
定义上同调 

习题1证明对闭流形成立 

设存在纤维丛 p : E — 其纤维为且 tt ^ S ) = D 作用于 H q { F),g : 
H q ( F ) ^ H q ( F),g € D . 事实上给出了环厂=叫 Dj 在 H CJ ( F ) = M q 上的作用, 
更一般地，设作用环 r 中的元像在线性空间 M 上的算子那样作用（或者说，给 
出了环 r 的一个表示，表现为线性变换 M — M 的形式).我们来定义同调群 

设 i ? = iC 以及给出 r - 链的复形允（见前面).形式地定义在 M 
中取值的链： 


p 

J 


rrij e 


环 r 在这些链上的作用为 


J 

其中 g { m ) 由表示 p 确定.这个作用与边缘 3 可交换，而3的定义是自然的. 

于是产生了记为 M ) 的同调群，其中 r 以表示 p 作用于 M (或者 
可以说成是： M 为 r- 模).像通常那样，通过对偶的上链复形定义上冋调群 

对于纤维为 F 的纤维丛 p : £ — 5，群 Hj ( F ) 是个 r 〜模，这是因为 tv ^ B ) 
经过“平行移动”作用于纤维上.我们得到了同调 H ^ F )). 

注在非单连通的底空闻情形时勒雷定理（参看 §8) 中的/ H q ( B , 
应该将其修订为= H ^{ B , H 3 { F )). 表示 p 度量了算子山的“畸 
变' 定理其余的部分仍是正_的. 

例4对于覆叠 p ' E — 其纤维为 fc 个点 F 我们有 

H q { F ) = 0,^ ^ 0 7 H q ( F ) = M 具秩 fc. 群 ^{ B ) 作用于纤维 F 上，从而作用于 

群从=仇(尸） 上. 
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习题 2 证明等式 

坷 (£? ， Ho(F)) = H q (E) ， m p (B ， 卽 )) ： H^(F). 

习题3计算群邱(江 M ) 和其中的 P 为尸在线性空间自同 
构中的任意表示. 

习题4计算透镜空间（参看 g 4) L ^- H ^ T - 对于表示 p : 7^(1) = 

(作用于 C 二 M 上的 m 次单位根）的上同调群- 

提示.构造这样的线性表示 

P 】 m — GL { k 、 C )， 

使得对所有7=0,1, V .、 

首先对 n = 2进行构造（三维透镜). 

习题5显式地找出球面5 2 - 1 的胞腔剖分，使它对于群 Z m 的作用不变， 
这个作用由在基上变换 T 的作用 决定： 

( 之 " ，之 n) 工 (e^ z l7 e^^ Z 2r - 〜 ) (\z-if + -* + \z n \ 2 - 1} 

(参看 §4). 对于 n = 2,这个胞胺剖分有胞腔 

TV 0 , TV 1 , TV 2 , T j a 3 J = 0 ， 1，〜 T m — 1 ， 

和边缘算子 

0 cr ° = 0, d <7 1 - (1 - r ) cr °, 

8u 2 = (1 十 : T + … da 3 = (\-T^)a 2 . 

运用群 A 的使得所有 g > Q , H ^{ M n X n ) = 0 的线性表示 7 我们构造一个 
有趣的拓扑不 变量: “赖德迈斯特 (Reide - mcister ) 挠率”.考虑表示 p 的链复形. 
链群在这里是个具特定基（胞腔印的复线性空间.由条件叫=0^^0,我们 
有了链的正合序列 

0 — 土 心一…上 — 0, 

其中在每个0中有特定的基士> = { a ^} 7 它在 g 一 ip (^)^€7 n 的范围内 
被确定.现在在 C ^_, 中选取另一组基，其中一部分是由# 得到的群 dC 公 中的 
基构成，第二部分则是在空间 C ^/ lmd 中任选的. 
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以0- 1 表示 C^_ L 的新基.由新基到另一组基的变换行列式为 det ( e --\ 
F n ~ l ). 在第二部分 C ^_ 2 / lmd 的基 P 经3变到 Cf_ 2 中； 在那里这个基补充 
为 C^ 2 的完整的基，其中补足的是由选取了 C^_ 2 /W 中的基完成的.便有了 
C ^_ 2 中的基 P - 2 . 由 C ^_ 2 中老的基到新基的变换行列式为 det(e"_ 2 ，_ 2 ) (Q 
中的 “老” 基由胞腔固定!) . 继续下去，转移到 C^_ 3 中， 等等， 我们得到了整个 
的基# 和数组 
考虑数 

R ( C \ p ) = - det(e n ~ fc ,^ - fc ) (_1)ML - 

det( / 

称这个数为“赖德迈斯特挠率”.选取基胞腔及其定向的随意性导至了尺 — 
XR 的变化，其中 A = ±det^7n). 

我们发现，赖德迈斯特挠率与剖分无关（准确到一个因子 R - XR,X = 
±detp(m)), 并且是复形的拓扑（逐段线性地）不变量和流形的微分同胚不变量. 
我们不打算证明它（参看 [63]). 


习® 6对三维透镜 Ll ( q ) 计算 挠宇汉 其中 g 为 modp 同佘， p ： Z p ^ 
A / = 而 Z p 以乘因子打于 A / 上. 

透镜空间 L ^( q ) 的上同调环在奇数 p 和任意下有两个生成元"€ H \ v ^ 

H 2 ： 

H °( L : Z P ) = Z P , 

U'L'Zp) = Z p (u), 

H 2 { L \ Z p ) = Z p ( v ), v = S ^ uiodp ), 

; T ^ iw ) 

(±^ 为群 H 3 { L ：7,) = Z 的生成元的 modp 约化) ■ 

习思 [7 证明在中的乘积有形式 

uv = qw + ( 2 ) 

我们记得，透镜空间 L = L %{ q ) 的构造是 L = SyZ p , 其中生成元 g £ &以下 
面方式作用于球面沪（参看料)： 

( 之 i f :a) - ^ (e ， zi,e i f ： q z^j , \z \\ 2 + \z2 \ 2 = ^ 

因为乂 u 二％并且 w 在差一个符号下被唯一确定；在变换 u — A% w — 土切之 
后 （A 与 p 互素)，知 g 有了选取的随意性.于是由 （2) 得到 


u — > Xu, v — ^ Xv y w 土 uj ，uv — 士 A 2 gu;, 


§11. 同调与基本群 
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结论因为上同调环和算子为同伦不变，故而如果对 g ，把所有余数 
q = ± X 2 Q ( modp ) 看作是透镜空间的同伦不变量，它们则是等价的+ 例如： 

或 q = 2; 佘数形式士 A 2 是中的1和 2( A ^0). 

h ) Fy,q ^ 1,2 ? 3 ? 4； A 2 =： (1,4,9^ 4,4 2 = 16 ^ 1); 余数形式士; V 2 为心 
中的1和4;因此#(1)和 L %{2) 同伦不等价. 

c ) p ^ l,q = 1,2,3,4,5,6; P = 1,4, 2,2,4,1； - A 2 =： 6,3, 5, 5,3, 6;这里同伦 
不变置土 A 2 cj 没有给出新信息，这是因为土 A 2 是全部的非零 ( modT ) 剩佘. 

习题8利用挠率及决定对 p 二7时哪些透镜空间是拓扑不同的+ 

注在这里第一次出现同伦等价但拓扑不同的流形 ； 这是有趣的现象.对单 
连通流形，这是个复杂的问题. 

系数在的表示中的同调和上同调群也出现在映射的延拓问题 
中，即把从子复形 L — X 的映射延拓到复形 K D L 上. 这里的 m ( X ) 作用在 
7 r n ( Xh 以及在对纤维丛的截影的延拓问 题中； 参看§9,在那里这些问题是在单 
连通情形下考虑的. 

作为一个有趣的例题，我们考虑在 n 维流形上构造一个具已知符号差的度 
量的问题,例如在四维流形 A / 4 上构造具符号差 （+ —— ) 的度量，因为在闵可 
夫斯基空间 Ri i 3 中，光锥的内部以典型的形变同伦地收缩为一维时间轴，于是 
在 R 4 中所有可能的光锥的集合（即 （+ —— } 型的二次型 gd ) 同伦等价于它 
的方向的集合 R 尸 3 ( 对 f 则为 RP - 1 ). 所以，我们的问题等价于构造 M 4 上 
的一维 方向场（或一维叶状结构）即切丛 

p : E ^ M 4 , 纤维 F = RP '\ 

的截影.因为典型的向量场的奇点集中在孤立点上（即对向置场而言，从3维骨 
架延拓到4维的场时出现的障碍)，故这对于方向场一样是对的.我们有障碍上 
链 a (参看钟) 7 a e C 4 ( M \ tt 3 ( F )) = 其中 ^( RP 3 ) - tt 3 (5 3 ) = Z . 

我们注意到，这个上链可以被恰当地看成是群中的上同调类，其 
中 作用于 tt 3 ( F ) 

习题9证明，如果在群中 a 〜0,则可以在底空间的3维 
骨架上改变截影（方向场)，使得 a ^ 0,从而可以构造出在整个上的截影. 

另外还有两种情形. 

1) 流形 M 4 为定向和紧的.这时 ttKM 4 ) 在 7 r ； i (^ P 3 ) - ^上的作用为平凡, 
故 = Z , 

习题 10 证明 a ^ X ( M 4 ) 为欧拉示性类（正如对向置场的情形那样)- 
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2) 流形为非定向的+这时我们有 a € &其中 P 为 7 n ( M 4 ) 

在 7 t 3 ( F )*- E 上的非平凡表示. 

习题11证明在这种情形中 a = X { M % 

因此在这两种情况中，方向场（叶状结构）的存在性（符号差为 O —— ） 的 
度量 ；) 等价于 X { M A ) = 0 

对于非闭流形可以在 A / 4 上构造出度量它既靠近这个闵可夫斯基度量 
又在一个紧集之外 T 因此开流形（拓扑地）有一个点 oo 的紧化流形 M 4 D M 4 . 
由闵可夫斯基度量的性质，就在点 oo € Af 4 上有一个所求方向场的二阶奇点 
(请证明!）出现这样的问 题：在 M 4 上能够构逭只具有一个二阶奇点的方向场 
吗？这个问题可化为前面的样子,但要求 x (^ 4 ) -= 2 或 x { M A ) = 1. 

习题12证明在流形上方向场的同伦类（或（1，~型的度量）由同 
态 — Z 2 = (土 1) (沿此闭道一周改变了方向时给出 -1) 连同一个上 
同调类 ^ 

确定. 

例5设从 K 3 中去掉一条直线和一个点.余下的区域 t / cE 3 具有同伦型 
空 VS 1 (束设在区域;7中给出了方向场 

U 丄 EP 3 . 

同伦类 [/] 由同态 7 n ( f /) ^ z -^ z 2 = ^{ MP 2 ) 和上同调类士 7 

± 7 e H ^( U ；7： 2 ( RP 2 )) = Hg ( S 2 VS 1 ; Z)^Z 

决定，其中由于 c 7 T l ( RP 2 ) J 7 r 1 ( l /)= Z 作用于 7 T 2 ( RP 2 ). 在这种情形 
中引起了方向逆转（作用 P 非平凡 ) .K = 沪 V 屮上的万有覆叠空间 K 有在图 
45中显示的形状.所有的2维上链都是上闭链，它的上同调不 为零： 

C 2 p ( K ) = H ^( K ) = Z (请验 ffl ). 

作为有用的例子我们考虑环面 r 2 到射影平面 RP 3 的映射的同伦类问题： 

/ ； T 2 EP 2 . 

它所诱导的基本群间的同态+ 

I 

: 7 n ( T 2 ) ^ S - h 2->7 Tl ( RP 2 ) = Z 2 


§12. 起椭随 S 蘭锦當翥刪獅 ±綱 雌. 
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图 45 作用为: r — ^ + 1 

是最简单的同伦不变量.如果同态/，平凡，则映射/在一维骨架上收缩为一个 
点，这样的映射（使/〆&) 二 0) 的同伦类被化为球面沪到 RP 2 的映射的同伦 
类，并且被映射度唯一决定（请验证 !). 更有趣的情况是同态八非平凡.不失一 
般性.不妨认为 Ma ) = lj ,( b ) = 0,其中 tx 和6分别为环面的经线和纬线.我 
们考虑两个映射 f 和 g : 丁 2 — MP 2 使得/ 4 = 假定在此环面上给出了标准 
的胞腔剖分 

f7°, ( j \ = a ^ a \ — f), <7^ . 

我们从条件 A = &出发，利用映射/和 j 的同伦进行变换，使得它们在一 
维骨架上重合.在边缘上重合的_ /和1它们在胞腔/上定义了群 
7 T 2 ( KP 。 中的“特定元 ' 记为 (狀尸 2 )它是上同调群 

H ^{ T 2 ；7 T 2 ( RP 2 )) (3) 

中的元 > 这里的 P = h - g ^. 

习题 13证明当 P 非平凡时群 （3) 等 丁❿. 

因此，对基本群间一个固定的八，我们最多只有映射 f ： T ^-> RP 2 的两个 
不同的同伦类 1 

§12. 超_圆黎曼面的上同调.雅可比环面.多轴椭圆体上的测地线- 
与有限间断位势的关联 

亏格的超椭圆黎曼面由方程 

W 2 - P 2 g +\ ⑷= 0或 W 2 - P ^ g +2 ( z ) = 0 

给出，其中 P Ig +1 { z ), P 2 s + 2 { z ) 为无重根的2夕+1和 2 g + 2 次的多项式（参看 [1], 
卷 M 4)- 

在任一黎曼面丑上定义有全纯微分形式 w (第一型微分)，在局部坐标^ = 
u + iv 中它的形状为 

^ = /⑷办， 
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其中/~)为 z 的复解析函数 ./ (匀的形状将在后面给出. 

在上述亏格 5 >0的超椭圆黎曼面的重要例 子中， 其全纯微分的形式为 


Z 


k 




dz 


z 


k 


W 




dz, fc = 1 ， 2, 




9 


⑴ 


其中的这个曲面由多项式 p 25 + iW = n - 给虬 次数为 2 ff +i- 

我们来验证这个微分的全纯性 . ^ Z ^ Z, (多项式 h 的零点）和 
2二 oo 的全纯性是显见的：在点2 A 的邻域内可取 c = 为局部参数. 

于是 z = + ‘ 心= 2(^，从而表达式 C 1) 具有形式 





n ( c 2 + ^-^j 


dC 


⑵ 


故微分叫在 3 = A 是全纯的.在无穷远点2二 oo 处以< = 
为局部参数，由此得到 



= 


2 C 2 ^ 


- k ) 





(3) 


故叫在 A S p 时也为全纯. 

任意的全纯微分 w 都是局部恰 当的 ： w C f ( z)dz = df ( z ), 其中/(4为 
f ( z ) 的原函数，它也是复解析函数.所以，在曲面 R 上的 1- 形式^为闭 形式: 
cLu =^ 由于在复曲面 H 上没有非平凡的全纯函数（参看 [1], 卷 E , §4)，故非零 
形式 w 不可能是（整体）恰当的 T 类似地 7 形式 U = mdz 也为闭但非恰当- 
形式 0^ .. 对于超椭圆曲面^为线性无关（在复数上)，所以形式 

Recife = + iiJfc),Imijjt ——- 构成了上同调群 // 1 (- Fi ^ ； It ) = 

R +--- + R . 1 

、 v 〆 

如项 

注任意黎曼曲面开的上同调群 H ^ R ^) 由全纯微分形式确定.但是这 
些形式的存在性的证明是件不容易的事（参看 [19]), 


习® 1证明在亏格的黎曼面上任意 P +1 个全纯微分都线性相关. 

在同调群 的 (仏，勾中，我们选取闭道 a^i = 使得它们两两的 

相交指数有形式（参看[1]，卷 II , §15); 

ai 0 a 3 — bi^bj ~0,aiObj = — !.■■■ ,g. (4) 



抑.超 ㈱ 圆黎曼面的溫间微环的面美联多轴 補圆体 上的测地线. 
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把曲面化按这些闭道切开，然后将其转换成％边形屯（参看 §3). 

定义任意一个闭微分形式对闭道的周期为 

w oj = A { , <l oj = 13 x * (5) 

J J 

设 u / 为另一个闭微分， a ^ bi 分别为它的 a - 和周期+ 


引理1有关系式 



9 

lj A co f ^ ^ — A[). 


⑹ 


证明在甸边形屯中，闭形式 w 恰当的 :w = 
df . 于是 U A u / = d { W ), 并且由斯托克斯公式 

/ u> A u/ = I fuJ. 

JRg Jdk ^ 

设 Q 和 Q ' 分别为知边形艮的边叫和 ar 1 
上的点 ； 它们对应于曲面中同一个点.于是线段 
QQ f 为曲面仏上的闭道，它同调于闭道 h (见图 


a i 



a. 


46) ? 所以我们有 


f W = f { Q f ) - f ( Q ) = 

QQ ， 



uf = 


类似地，对于连接边 K , b ~ l 上的点和 /r, 我们得到 


由此得到了等式 








<14 



+&~ L 


+ / /J - / (/ + -a- 

6i m ■/ 6^ 


A 说一 B r A [, 


因而引理得证. □ 

定理 1 对于全纯微分的相应周期（4,风）和满足下列关系 
(黎曼双线性关 _): 

风- B k A f k ) ^ 0 7 ⑺ 

k=i 

fezi I 

其中的微分 w 不为零. 
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证明 如果（周部地 ) w = f { z ) dz , uj t = g { z ) dz 为全纯微分，于是 u ; A o / = 
fgdz Adz = 0 , 故由引理有 

- B kK ) = o * 

te=l 

第一个关系式得证 T 

现在考虑积分 w AlJ . 因为 = —2 i \ f \ 2 dxAdy , 其中 = f ( z ) dz : 
这个积分在时矣正/于是在引理中改变为 V = 5的情形时得到 

0 < — ~ to Ao 5 = f \ f\ 2 dx /\ dy = — — * 

J Jr 9 以 

定理证完. 口 

设叫,为在超椭圆黎曼面上的全纯微分基.又设 

Aij = <f u ； i) = h …， y ， ⑼ 


由上面定理的证明得到 

推论1矩阵非异. 

证明 由公式 （8) 知，具有零周期的全纯微分恒等于苓.如果矩阵 ( A tj ) 


退化，则可以构造一个具有零周期的非零全纯微分.矛盾.推论得证. 

□ 

由推论1 7 可选取一组新基 



叫-巧 1 + ■■■、- 

V p ^ i { z ) 

9 

:> : 1 众 =1 ， • • • ，殳， 

(10) 

使得它们的 A -周期为 



<f = <5 ij , 

ij = 1，…， rt ， 

(11) 




令 Bij = f bj & 为按这组基构造的周期矩阵，由定理1得到 
推论2矩阵 { Bij ) 对称，并有正定的虚部. 

证明令 u V =朽，则由⑺得到矩阵 ( B i 3 ) 的对称性.现应用不等 
式 （8) 于全纯微分 U ;+ ■ ■ + Xgifg , 其中&为实数.对此微分，其周期 
A fc = x k , 周期瓜= xxBik + ■ ■ + x g B gk . 由此得不等式 

i 3 

0 < - ^^[XkjXlBlk + … + XgBgk) — Xk(X\B\k 十 … + XgBgk)} 

^ k=l 
9 

— > 二 xjxjk • 


叫.超_•面的溫间雅溫為联多轴_ 体上的 测地线 ■ 
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这证明了矩阵 { ImB jk ) 的正定性.推论得证. 


□ 


按矩阵(^)我们构造空间 cn 中的整数格 r ， 它由线性无关向量 ei , 

e3 3 生成，其中 （ efc )* 二 Afc , ( e g + fc) 1 二 二 1，2,…，分. 

格 r 定义了一个维的环面: r 2 〃 = cyr (参看 [1], 卷 HD , 称其为黎曼 

面的雅可比坏面（或雅可比流形） 

结论 雅可比坏面是阿贝尔簇 * ( 参看[1]，卷 H ，§4). 


当作一个例子,我们来分析亏格为1的 


曲面情形，即“椭圆曲线 ”：切 2 = ^ s ( z ) = 
( z - zd(z - z ^)( z ^ z 3 ). 这时存在两个闭链 
a ! A (参看图 47). 

这里存在一个全纯微分^ = cdz / 





1 选图47椭圓黎曼面 Ri , w 2 = ( z - z \)( z - 
A , ^ ⑹卜- ㈣ 上的闭道其中的虚线表示 

定.令 P Sll = 其中 W > 0.向 闭道 bi 在第二页上的部分 


y / KF ), 其中的数 c 由条件 


量 l , r 定义了黎曼面抝的二维雅可比环面 
T 2 这个曲面本身作为流形等价于这个环面（参看 [1], 卷1，§4). 

所提到的这个等价性是这样建立的：在曲面 iii 上固定一个点对的上 


任意一个点尺定义一个量 d ( P ) 为 




P 


cdz 


Po V F ^( Z ) 


( 12 ) 


在此黎曼面上从点巧到点 P 所引的积分路径不是唯一确定的，相差一条 
任意的闭道.因此量 A ( P ) 只确定到微分 p 的4-和周期的线性 组合： 


A { P ) ^ A ( P ) -h 77 ■ 1 -h m - r , m,n 为整数 ■ (13) 


因此，定义了从椭圆黎 曼面吊 到它的雅可比环面 T 2 的一个映射 AOP )- 
命题1映射 A ( P ) 处处正则，即其微分处处非零. 

证明显然. 口 

推论映射 A ( P ) 是个（复解析）同构- 

证明由前面的命题知 A ( P ) 是个覆叠映射.显然， A { P ) 将群心(拓）的生 
成元⑴ A 变为群 m (户）的生成元1所以覆叠 A { P ) 为平凡（参看[1] 7 卷 I , §19). 
推论证完. 口 

注在复分析理论中证明了任意的复环面 T 3 都是一个椭圆黎曼面的雅可 
比环面. 
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对于5 > 1的超椭圆曲面&的情形，对曲面^的任意点组（^，…，<3 5 , 
定义向量… , q 9 ) = M 1 ， …，沿)，其中 

fQ ^ / Qq 

A k {Qi^- ,Q g ) = / 办 + …+ / = U … 'g+ ( 14 ) 

^ Qo J Qo 

这里的… ， ■ ■ ■ ， ％为标准的全纯微分的基，以条件‘法化.从固 
定点 Qu 到点 Q^r - , Q 9 的积分路径被适当地选取.这些 k 径只确定到差一个 
闭道的整系数线性 组合： 

9 9 

QoQk ^ QoQk + y^Tn^Qi + (15) 

i=l j = l 

因此量 AHQu -. Q ,) 确定到相差一个全纯微分的 周期： 

A k (Qu + H 〜炉 ( 仏， … ,Q S ) + Jl n ^ Bk ^ ( 16 ) 

4 I 

1 J 

或者 

9 9 

4(Ql， …， Qg ) 〜义 ( Ql， … ^ Qg ) + ^ (17) 

. t=l 3—^ 

其中 ei ，… ， e2s 为上面所构造的格 r 的生成元.所以向量值函数，… , q 9 ) 
在黎曼面化的雅可比环面 r 29 = cyr 上取值.称这个映射为阿 B 尔映射. 

命题2如果点 Q l 7 H ^ Qg 中没有重合的，则阿贝尔映射是（局部）可逆的. 


证明为使计算简化，不妨设在点 . Qp 中没有分歧点.于是在点 Qfc 
的一个邻域内可以取坐标^ =处为局部参数.我们来计算变换 A { Qu -^ , Q S ) 
的雅可比，即 det { dA ^( Q u -^ Q g )/ dz k ). 为使计算更方便，引入基外 …外 （公 


式 （1)). 我们有 

dA ^ 

加 k 

由此得到想要的雅可比 






(我们在此利用了代数中众所周知的“范德蒙德行列式”的表达式).如果数 
z ir - , z g 两两不同则此雅可比不为零.命题证完. □ 



抓超捕圆 黎麵的 环轴酬体上的测地线. 
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注阿贝尔映射的逆问题在黎曼面几何中以 ：: 雅可比逆问题”而知名.这个 
问题有一个显式解：任意在点 …从 的坐标…，4的对称函数可以通 
过由（阿贝尔）雅可比环面构造出的雅可比黎曼沒函数（参看叽卷 I f §4) 
表出.在这里我们不写出一般的公式，只对点 Qjr - , Q g 的坐标和 A +…+ ~ 
的计算给出公式： 

d 2 

H - ^ z 9 = ~^2 - ' ，办 ）+ C (18) 


其中算子3^为 

ax 

这里 




dx 


Oy 




Vk = Cife, fc = 1， ♦ ■，p 


⑽ 

( 20 ) 


{ ci h 由公式 （10) 定义)， c 为常数. 

点 Qi ' …从 由方程 A ( Q ^ . /在差一个置换下被唯一确定. 

我们将阿贝尔变换应用到对柯瓦列芙斯卡姐 ( Kob ^ mcbckoh ) 方程的积分 
上 ； 这是关于刚体绕定点的运动方程.柯瓦列夫斯卡娅问题的方程是（参看 [31]) 


2 r : 

= qr } 

7i 二 

= r72 

- ^73 5 

2 q : 

= -pr - " 73 , 

72 = 

= vy：i 

- 厂 71 ， 

r — 

5 012, 

73 = 

= Q 7\ 

P72, 


:常数， 





( 21 ) 


可以把这个方程写成哈密顿形式（参看最后面的应用 1). 这些方程有如下的积 
分： 


H = 2( p 2 + q 2 ) + r 2 - 2 M7 i (能量)， (22) 

L = 2(^71 + < H 2) + 7'73 (动量)， （23) 

K = ( p 2 - q 2 M 7 i ) 2 + {^PQ + M72 ) 2 ( 柯瓦列芙斯卡规积分)， (24) 

另外还满足一个关联条件7? + 71 + 71 = 1. 

我们考虑这些积分的联立水平曲 面：丑 == P ，其中 Klk 1 

为常数， 

在满足关联条件7? +7 2 2 + 7| = 1时,方程(22)-{24)给出了一个二维曲面 
(动力体系 （21) 的不变流形). 

在这个曲面上引进坐标 s u s 2 (柯瓦列芙斯卡娅变量）为 


51 ^ = + 


R { x l , x 2 ) y / R { x l ) R { x 2 ) 
(A - x 2 ) 2 



♦ 130 _ 


第一章闻调和上同调群，它们的计算方法 


其中 xi } 2 念 p 土句，尺 ( 之） = 一 2 4 + Ghz 2 + 4^/ilz + fi 2 — 

R(xiyX2) = ― 工 ?®! + 6hx\X2 + + 272 ) + 〆 _ k 2 、 


习理 2 证明在变量 S \, 82 " F , 方程 （ 2 1) 可以写为 

, i ^/¥{ s l ) _ iy /^( s 2 ) 

~ = 土2(， 51 —4…干 

其中为 5 次多项式，其形式为 

^(z) = {z\{z - 3h) 2 -\-fi 2 - k 2 ] - 2f^l 2 }{z - Sh- k)(z - 3h + k). 




注方程 （25) 与在 [1] ，卷1,§30中提到的在两个积分的水平曲面上的交换 
性方稈相同. 



图 4 S 


方程组 （25) 的右端是定义在一个超椭圆黎曼面上的单值函数，这个黎曼面 
由方程^ =多 ㈤ 给出，亏格为 2. 于是得到了一对点（巧，巧）在这个黎曼面上 

的运动. 

譬如，设多项式 Hz ) 所有的根都是实的，且互>1、 相同了以邱 < 〜 < 句< 
< a 4 表示它们.如果对方程组 （25) 选取初始值为实的，并满足 ai ^ ^ 

a 2 , fl 3 ^ 则在任意时刻也是实的，并满足同样的不等式•点 

Pj = P 1 ( t ) 1 P 2 = P 2 ( t ) 在黎曼面上依落在线段 [ ai ， a 2 ] 和 [ a 3 , a 4 ] 上的闭道运动 
(参看图 48). 这些闭道由两个相似的段■和[如,叫广和[«3^4] _ 
按线段的相应端点粘合面成.“相点”（巧，巧）按 2 维（实）环面运动■为了对方程 
(25) 积分，我们将对它们应用由方程以二企⑷给出的亏格2超椭圆曲线构造 

的阿贝尔变换，这时有两个独立的全纯撤分和令 



dz 

VW) 

zdz 

7 W ) 


(27) 


§12 .超_ 曼面的觀溫环的面 
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( p 0 为此黎曼面上任 - 个固定点). 

命题3在变换（27> 之后,柯瓦列芙斯卡娅方程 （25) 转换成了常系数的线 
性微分方 程组： 


d 




0 


dt 


(28) 


A ^ P ^ P ^ t )) 


证明我们假设点不同于分歧点冲 
邻域中的局部参数为因此由方程 （25) 有 

^剛 ，刚） ^ + 


心 于是在这些点的 


% 


v ^) 


V 步 ㈤ 


2 ⑷ - _S 2 ) v /5^7J 2 ( Sl - 8 2 )y/^{S 2 ) 


0 


d 


dt 


: A 2 (尸 i ⑴， P 2 ⑷) 


SlSi 


=+ 


52^2 


VWi ) V ^ 2 ) 


% 

2 


命题得证. 


习题 3 旺明方程组 


ds L S2\/ ^(si) dS2 


dt 




dt 


S ^^/^( S2 ) 

•92 — Si 


(29) 


在阿贝尔变换下也转换为常系数方程组 + 


由命题3我们有 

A 1 (P 1 (t)^P 2 (t)) = A 1 (P l (t 0 XP 2 {t 0 )), 

2 (30) 

P 2 (t)) = A 2 {P 1 (t Q ), P 2 (to))+2 ( ^ _to) - 

因此 ： 在变换到雅可比流形上后，柯瓦列芙斯卡娅方程组便是完全可解的.为了 
得到变量对于时间 t 的显式依赖性，需要反转变量变换 (27), 即解雅可比 

逆问题. 

结论柯瓦列芙斯卡娅问题的不变流形 {H = 6 h , L ^ 21, K = k 2 n 2 = 1} 
是（在开拓到复区域下）黎曼曲面 {W = ^)} 的雅可比环面 ■ 

我们现在举另一些哈密顿系统的例子,它们可以用阿贝尔变换进行积分，即 
这样的系统，当开拓到复区域时 7 它的不变流形就是黎曼面的雅可比环面 ■ 

例1回 f 乙⑴ ，卷 It , §30中有“交换性方程” 


[ 乙，十 f :l Al 十 c 2-^2] = 


(31) 
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其中 £ = — d 2 / dx 2 ^ ru { x ) 为施图姆一刘维尔 (Sturm — Liouvillo ) 算子， Aq ^ A \. A2 
是关于 z 的微分算子，其阶分别为1,3和5, Cl 和^为常数. 


它可以写为拉格朗日形式 


这里拉格朗日为 


SL 

5 u ( x ) 



(32) 


L — L(u W ) = 


u 


f/2 


2 




5 


2 


u A + Ci 


u 


f 2 


2 


+ u 3 


+ C2U 2 + C 3 ti ， C 3 为常数. 


(33) 


系统 （32) 的解是算子 £ 的有限间断（双间断）的周期和殆周期的位势（参看 
[1], 卷1,§3),相对应的具两个自由度的哈密顿系统有了两个独立的对合的积分 
即为完全可积的.在这些积分的水平曲面上的雅可比坐标 71,7. 的形式 
(在 Cl = 0的情形）为 


11 


- 2(71 - 72 ) 


8 


{3 u 2 - u /f ) = 7172 " ^ W 


( 34 ) 


其中…， A 4 为多项式 F 5 ( A ) = 0 的根； 多项式 P 5 ( X ) 的系数可通过常数 

和积分 J U J 2 表出，其表达式己在[1]，卷 H 的公式 （30.30) 给出， 在这 
些坐标下，方程 （32) 可以在变换〜— z 后写为与 （25) 相同的样子（[1]， 
卷 H ; 方程 （3(3, 33)), 从而也可借助于阿贝尔变换进行积分（现在的情形是由多 
项式 F 5 ( A ) 给出的亏格2的黎曼面的阿贝尔变换)- 

还应注意，公式 （29) 描述了 KdV 方程的解 u { xA ) 对时间的依赖性（参看 
[1], 卷 I , §30), 其中作了变换々 — ％ (请验证!） 

注髙阶交换性方程也可借助于阿贝尔变换进行积分，因而有（在复区域中 
的）不变流形，即髙亏格超椭圆黎曼面的雅可比环面. 


例2在关于二维球面上粒子运动的诺伊更 （ Neumann ) 问题中，球面为 


2 



x2 = J2 x i = 1 ^ 

i =0 

(35) 

变到平方位势 

2 



u { x ) = at =常数， 

^ i=Q 

(36) 

的作用 7 其运动方程为 




士 i A(i ) 37 ^ y 2 0，1， 2: 

(37) 


§12 ^随 料酬专產轴椭耐 城獅 故 
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p 卜 1， (37 y ) 

其中 A ㈩ 为拉格朗日乘子、这是由约束条件 （35) 产生的.系统 （37),(370 可以 
由 ㈣ 中的一个哈密顿流得到，其哈密顿为 


2 


II 


2 


Y^ a i x2 i + y bV - ( x y) 2 ) 


(38) 


在球面上的限制, 
习题4证明函数 


Fk { x , y ) 




(xkVi - ^ iVk ) 
Q»i — 


% k — 0 A } 2. 


(39) 


是哈密顿系统 （38) 的对合的独立积分组 + 


哈密顿 H 有形式 


2 


H 




(40) 


习题5验证变换 


x f = y ， y f = -x,H f = ^a~ l F % 

把上面所构造的哈密顿流转换为在三轴椭球体上的测地流 （“雅 可比问題”) 


(41) 


V^ = l (42) 

(雅可比得到的在三轴椭球体上的测地线). 

我们将证明，诺伊曼问题（因而雅可比问题）可用阿贝尔变换进行积分，我 
们把诺伊曼问题按照现代在这方面的工作，化到己经分析过的关于双间断位势 
的问题（“交换性方程 ”(32)) 上. 

设 如 H 为算子 r = - fP / dx 2 + u { x ) 的特征函数，其相应特征值为 
aQ , ai , a 2 , 即微分方程 

£ 也 = i = 0 7 1，2 (43) 

的解.这个方程可以改写为 


少 ('= di^pi + i = 0 7 1 j 2 ? 


(44) 
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它与在变换: c — 也 一 ^ Xi , u ( x ) — ^ X ( t ) 后的诺伊曼问题的方程 （37) 相同+但还 
要满足约束方程= i - 为此，选取位势为双 间断， 同时使相应多项式 
P 5 ( A ) 的零点 Ao , - - ( 见前面的有关叙述）有形式 

Ao = <2o < Ai < A 2 = Ctl < A 3 < = ( 12 ^ 

A 

n () - Xi ) (45) 

i =0 

(在算子£’的谱中“间断的右端”，参看 [1], 卷 1 M 30). 最后表明，我们所需要的 
方程 （43) 的解可以用等式 （34) 定义的变量71:72 简单地 表迖， 

习题6证明形如 

Wi (^) = V 7 { p>i - yi { x)){ai - 72(欠 ))， i = 0, K 2, (46) 

其中叫为常数 T 它们在 w = -2(71 + 72) + H V 

t=0 

1 7i - 72 2 72 - 7] 

时,满足方程 (43). 

习题7证明，如果选取形如 

>- -! 一丄 

2 

= ]^[(at — aj ) , i = 0, 1.2, (47) 

■ _ 

的常数 ao , Qi , Q 2 , 则形如 （46) 的函数咖满足约束条件 

说 + # + 三 1 . ( 4S ) 

公式(46) ; (47)把诺伊曼问题（也意味着雅可比问题）完全化到了对有分歧 
点 （45) 的亏格2的黎曼面的雅可比逆问题. 

一个有趣的注解：尽管对于双间断位势的方程 （32) 和对于诺伊曼和雅可比 
问题的不变环面和它们上面的流（甚至在复区域中!）完全相同，但是所有这二 
个哈密顿系统井不是典则等价的（请验证!） 

我们对于具两个自由度的诺伊曼和雅可比系统的详细分析几乎可以自动地 
改写为对髙维的情形.这些系统的积分也总能被转移到有限间断的位势情形. 

§13. 凯勒流形的最简单性质.阿贝尔环面 

定义1具埃尔米特度量心 2 = g a (3 dz ^ d ^{ g ^ = g 扣) 的复流形 M 2 - 称做 
凯勒 ( Kiihlcr ) 流形是说，相应的实2-形式 D = | E 为闭： 抓= 0. 



§13. 91 勒 * 形的最简单性庙.阿贝尔环面 
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有如后的论断（参看[1]，卷 U 27): 对于凯勒度量,形式 W = J 7 A … AD(n 
个因子）为体积元的非零 倍数： 

= cdV = cy/dctga^dz 1 A - ■ ■ A dz n A dz J 八 '' + A dz n ^ c ^ 0. (1) 


推论在紧凯勒流形上，形式 Q\i = ：!，■■■不上同调于零.因此群 
H 2 i ( M 2 n } R ) 非平凡. 

证明如果 D 为恰当形式：/?= ‘,则 n 71 也为恰当：二 d{wAQA - . A /?). 


然而在紧流形上有 



n n = c dv + 0. 


这表明形式 o 不可能是恰当的.推论得证. 

例1任意黎曼面都是凯勒流形，这只要考虑到维数即知. 

例2 CP - 上的埃尔米特度量由空间 C -+ 1 中的形式 

)(s 

得到； 这时可将它看作在球面 s 2 ^ 1 : k °| 2 +…+-1上的形式.我们验证 
这个形式对于变换 

z k ^ e^z k , z 

不变.在这个变換下，我们有 


ds 2 




^ dz k dz k - (^z k dz k 
fc =0 \ fc =0 



dz k ^ e iifi {dz k +iz k dip), 
dz k ^ e~^(dz k - iz k d<f ). 


因此 


^ dz k dz k ^ ^ dz h dz k H-i f y~^(z k dz k - z k dz k ) j ^ ^ 


2 


k 


h 


z k dz k z k dz k — idip 

h k 

z^dz 3 i-+ z^dz^ -h idip. 


3 




z j dz ^ 


^2 dz k dz k - \ y^z k d^ 
k V k 

w y, d%kd ^ k - 
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一章同调和上同调群.它们的计算方法 

那么形式心 2 便可以看成是 CP^ 上的度童.所定义的这个度量的相应形式 
为 

Q= ^J2dz k Adz k -^ z k dz k ^ A z k dz h ^ . (3) 

在球面上有 = L 由此有 + T：z k dz k =0. 因此形式 D 
在此球面上的限制给出了 

4 

a = ^- J 2 dzk AdEk - ⑷ 

二 

这个形式是闭的（在§1中讨论空间 CP n 的上同调环时巳考虑过)，故面流形 
CP " 是凯勒流形. 

例 3 现在举个不具有凯勒结构的紧复流形的例子，即霍普夫流形.以 r 
表示作用在空间\ {0} 的群，它由变换 z h 公生成.显然，在这个作用下的 
商空间 （ c " \ { o })/ r 为一个紧复流形，同胚于直积 s 1 x 5 2 -- 1 .于是 H ▼乂 
S 271 - 1 ;^) = 0(71 > 1), 故而在此时，当 n > 1时不可能在这个流形上引进凯勒 
结构. 

在凯勒流形上可定义形式 P 的周期，即它在 H 2 ( M 2 -, Z ) 中的闭链上的积 
分.如果 D 的所有周期都是整数（或者在乘以同一数后变为整数)，则 
称此流形 M 2n 为霍奇 ( Hodge ) 流形_ 

例如，对于流形 CP n , 我们知道 H 2 {CP n ,^) = 故可乘度量办 2 以适当 

的数，使得形式的唯一的周期变为整数. 

I 

习题1群 H 2 { CP t \ Z ) 中的生成元为子流形 CP \ 它由 CP n 中的方程 
d …= 0给出 T 计算形式 n = ^ Y , dz k dz k 在这个闭链上的唯一的周 

期（法化因子). " = ° 

命题 1凯勒流形的复解析子流形 JV 2 - 仍是凯勒的.如果是霍 
奇流形，则 N 2 m 也是. 

证明设/ : JV 2m — M 2 n 为包含映射，办 2 为其埃尔米特度量，它在 M 2 - 
上给出了凯勒结构，与它关联的以为闭形式.于是办 2 诱导了 上的埃尔 
米特度童而与其关联的形式为尸 A 从而为闭.于是流形 N 2m 为凯勒 
流形.如果 c 为 N 2 m 的任一个2维闭链,则成立等式 

f( Q. 

Jc jf,e 


对于整闭链闭链人 C 也为整的, 故而心』 对于霍奇流形 M 2 - 也是整数.由 
此得到 N 2 爪 的霍奇结构.命题得证+ □ 


§13. 凯勒流 形的是 简雕性质.阿贝尔环面 
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在流形 CP ^ 中有一种紧复的代数子流形.这种流形的一个最简单的类是 
由一组方程（“完全交”） 


Fi(zo, … ,z n ) =0, 

. \ (5) 

巧(卻,…, z n ) = 0, J 

给出的，其中所有函数 F u y F k 为齐次多 项式： 

… ,cz n ) = c a Fi(z 0) - ■ ■ ,z n ). 

推论 CF - 中所有非异复子流形都是霍奇流形 - 


注每个这样的子流形定义了闭链 iV 〜 CCP ' 对于紧代数子流形而言, 
这个闭链不上同调于零.事实上，设/ : — CP m 为包含 映射； /?为 CP n 

上的标准形式，于是^为上的2 -形式，它对应诱导的凯勒度量.因此 
(/*/? 广是 N 27 n 上体积元的非零倍.由于紧性，便有 

由此得到 S f ^ N2nt ^ 0 - 因为形式为闭，而且由斯托克斯公式，它在任意 
边缘链 上积# 为零，所以闭链 /,/ v 2m 不是 cp - 中的边缘， 

我们现在来分析一下复环面= c n / r 的霍竒性问题，这里的格 r 由 2n 
个线性无关的向量 q ，…，生成.如果在 c " 上取任意具常系数的埃尔米特 
度量，则得到了环面 r 2 " 上的凯勒度量.如果在上给出任意的凯勒度量 ，则 
可以在环而: r % 上进行 T 均化（积分)，从而得到具常系数的度量. 


习理2证明，如果初始的度董是霍奇度量，则在平均化后我们得到了具有 
相同周期的霍奇度量（假定环面 r 2 " 的体积等于 1). 

因此,只须考虑具常系数的度量情形.每个这样的度量由某个 c " = 中 
的埃尔米特内积 定义： 

n 

y) — 〉: 5 x — i z l)) V ~ (^2 )? = ⑼ 

4=1 

H(x,y) 可以看作为在 x 5 P 1 上的复双线性函数，它满足关系 


^{y^) = (7) 

如杲 H(x,y) — F(x,y) + iG(x,y), 其中 F (; c ， y ) 和 G{x,y) 为实函数，于是等 
式⑺得到 F(x, y) = F(y,x) t G(x, y) = —G{y t x), F(x, y) — G(ix t y). 因此形式 
F(x,y) 为正定，而形式 H(x,y) 由其虚部决定+ 
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命醺2 环面 T 2 " = C -/ r 为霍奇流形当且仅当存在实反称形式 G ( x , y ) 
- G { y y x ), 使得 


1) 形式 F { x , y ) = G ( ix , y ) 对称且正定; 


2) G ( e a , e p ) 对格 r 的任意两个向量为整数. 
称这些条件为弗罗贝尼乌斯 （ Frobenhis ) 关系式. 


证明由于前面所进行的讨论，只要证明条件 2) 等价于环面上度量的 
霍奇性 ； 这个度量是由埃尔米特形式 H { x , y )^ G { ix , y )+ iG { x iy ) 所定义.我们 
知道，群 H 2 ( T ^; Z ) 的秩等于组合数= n (2 n — 1)，其中: T 、 上的二维闭链 
基具形式 c a/3 = { Xe a + 0 ^ < l ( t > < 13 ). 形式 G 是相应于凯勒度量的 

形式，故而环面为霍奇当且仅当形式 G 在全部闭链上的积分为整数， 
形式 G 在闭链 c ㈣ 上的限制等于 G { e a , e p ) d \ hd ^ 而在这个闭链上积分 
为 G { e a , c p ) r 命题得证， □ 

在[1]，卷 H 7 g 4 我们曾引进了阿贝尔复环面这个重要类.如杲我们以等 
式二 f ： B kj e ^\^ k^u 定义矩阵（％),则对于阿贝尔环面，矩阵 [ B hj ) 

应该为对有正定的虚部.特别，在前一节曾证明，黎曼面的雅可比环面是阿 
贝尔的. 

命醮 3任意的阿贝尔环面是霍奇的. 


证明我们以等式 


H[x ， y); j3 kj z^z J 2 ,x= ( 4 ,… V^i z h - ( 8 ) 

给出了埃尔米特形式 T 这里的矩阵 { 0 hj l 它是正定矩阵 ImS 的逆.由矩阵 ( p kj ) 
的对称性，形式 H ( x , y ) 的虚部为 

G { x , y ) = luiH ( x , y ) = - ⑼ 

我们来验证反称形式 G ( x , y ) 在格厂的基 h ，…， e 2 „ 上取整 数值. 当< n 
时,我们有 

C (em A ) = ^ 一句三 0 ) 

^(e m , e 糾 ) =^ - Btj 尤 ) 

3 

= -螝[知 = - Sl 5 kl 

3 

~ ~ — G ?( en + i ? e m )? 
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kj 


fc，J 

= Mm — ^ml = ^5 


其中所用记号匕 = R G B jk ^ k - ImZ ? Jte . 因此,形式 y ) 在环面 = C Tl /T 
上取整值.显然.埃尔米特度量 （8) 正定.命题得证. □ 

习题3证明逆命题 成立： 任意霍奇环面为阿贝尔. 


最后我们注意到 ； 霍奇（或阿贝尔）环面类的重要性在于 7 任意阿贝尔环面可 
借助于卩-函数来显式地实现，表示为在复射影空间中的非异代数子流形（莱夫 
谢茨 Lefsch ^ tz ). 这个定理对所有霍奇流形也对（小平邦彦; Kodaira ; 参看 [21]). 


§14. 系数在层的同调论 

还要描述一种同调论,它在各种数学领域中都有实质性的意义（然而这不在 
本书的内容之中). 

设 x 为一个具开区域 r / Q 的覆盖的空间， = 

我们要求开覆盖 { t / a } 为 “ 局部有限”（即為有有限的开区域 C 4 的组才有 
非空交). 

定义1设 f 是一个对应关系，它对每个 E 域 u c x 指派一个阿贝尔群 
(环，域）要求对每个包含 t/c v 对应于一个“限制” 同态： 

iuv ⑴ 

如果 f / c V c W ， 则 iuw = iuvivw ] 我们称这个对应 F 为预层. 

称预层 F 为居是说，它具有如下 性质： 

1 ) 设区域 t / 表示为区域 K 的并： 

u^\Ju a , 

于是，如果 iu ^ uif ) 对所有 a 成立，则 Ft / 中的元素/应该为零- 

2 ) 在每点存在一个充分小的邻域 f /， 使得每个“相容”的元 / Q £的集 
合是一个整体元 f ^ Fu 的限制的集合.这里的 

U — — u a r\U^^ U^ a , 

- ^ u 0 a u a f a (“相容性” ) 7 

f = 
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空集0总对应于零：仏= 0. 

对每个覆盖伴有一个单纯复形，称为“覆盖的神经”，并记为: 

1) 顶点4对应区域 

2) 边 对于应区域对 ( u ^ Ufi ), 它们具有非空交< 仏 n 卟¥ 0; 

3) 三角形对应于区域的三元组它们具有非空交，匕 n 

UqC \ Ury = 0： 

4) 单形对应于区域组0/%，… ， K t ), 它们有非空交 u ao n …。 

存在一个系数在预层 F 中的 “开覆 盖的上同调群维上链是神经 N { U a } 
中6维单形上取值在群 F ( U 邮 n … nUw ) 中的线性函数.这个上链在 
每个单形上都取值.上链 J 对应有上边缘 

fc+1 

(以、一、= 51( - 叫(/乂。.〜，十丄). 

q=() 

其中 


一 )属于群 

^ = ^ao 门 ■ ■ ■ n Uait+i ， 

u c % = U au n ■ ■ ■ n n ■ ■ ■ a u iXh+1 

(区域％ 从此相交表示中去掉). 

称上链对于 f : 边缘的商群 

H q ( N { U a }, F ) ^ KerS/lmS = Z q / B Ci 


为此覆盖的上同调. 

设覆盖 { V a \ “内接”于 { U ^} :如果交 W n t / a 非空则％整个包含在 
中，容易证明，存在这些覆盖的神经之间的单纯映射（单形映到单 形)： 

N { V 3} ^ N { U a }. 

于是,运用 （1) 得到了上链和上同调间的映射： 

H *{ N { U a }. F)^-b H *( N { Vp }. F ). 

所有这种结构（对于充分“小”的覆盖）描述了系数在层中的上同调 H *( X , 
F ), 这是对空间 X 的所有开覆盖 （托 v ) 的“正向极限” - 

所说的“正向极限”的元 X 是对所有可能的开覆盖 { f / a ! 和所有可能的元 
即 e H ^( M { U a } ? F ) 的集合，其中元素即 G H ^{ N { U a }. F ) 和； ^ £ 
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代表 H ^ X . F ) 中同一个元，当且仅当对某个更小的，内接于 
和识的开覆盖7,有 

^ UV X U = ^ wv x w = xv ^ H q ( N { V ^}, F ). 

例1常值层.设而 = G (阿贝尔群 5 对所有 U ^ O 都对应同一个 G ); 映 
射沁 v 为恒同映射 

iuv 三 1 : G G 

如果 x = Afn 为流形，其上的一个覆盖满足所有集合 U ^ n---n u ^ k 可缩 
(例如 K 在 ikr 的度量下为足够小的凸集)，则成立 

H *( N { U ^}, G ) = IT ( M n ; G )■ 

习题1证明在上述情形中的覆盖的神经是个同调等价于 iV ^ 的复形. 


例2连续（函数）层.这里的办是如下一呰类的函数环（线性空间) ：在 
UCX 上的连续、光滑、全纯，代数等等结构 - 

习题2证明对上述那些函数类月 y 的函数层，则 H ^ X ^ F ) 是在整个流形 
X 上整体定义的函数环 7 并且化= H ^( U y F \ u ). 

一 般定义 預层 F 定义的层歹是指一个新的预层，满足再/ = H ^{ U 7 F \ u ), 
其中 [/ 为任意区域。 

例如，群 H \ X , F ) 出现在这样的问 题中： 设给出了函数/在区域 K 的 
H 主部” 组其中 \ JU a = ；^这里 X = M 2 - 为复流形，主部/。，例如可以是 

未知函数/在极点 Pi 近的洛朗 ( Laurent ) 部分.需要东出 X 上的半纯函数/使 
得函数 (/-/ a ) 在区域 t / a 中为全纯.显然，必须有嘲容性”，即/„ _ U = 9^0 
在相交处为全纯，请指出这个问题与层的上同调之间的关 
系，其中 F ( U ) = H G ( U y F ) 为区域 [/ 上的全纯函数的线性空间.证明，如果 
H \ X . F ) =0 典1 此问题有解 ■ 

例3 (仍是层的例子） 设 f ，■ X — Y 为连续映射，区域 U C F 对应了 

产生了上同调妒.在最一般的勒雷定理中应以 
换 E \\ 那么其余的都成立，如果 p：X 为纤维丛的投射，其中的底空间为 

胞腔复形，且为单连通，我们则有 


其中的 f = 为纤维（请证明 !)， 
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例 4在！1]，卷 H ， §25中，关于底为 X ，结构群为 G 的纤维丛的分类问 
题，从另一种观点看则给出了一个层（一般说，是非交換群）的例子.设给出了 
―个纤维丛^五一. X ，结构群为 （?， 纤维为戶.如果为 X 的覆盖，满足 
P - 1 队) = R x A 则“胞腔映射”（参看[1) 7 卷 I T §24) 

= Xp a : U a r \ ^ G (2) 

确定了纤维丛的结构.这时对 c^n%nc^ 有 

= 1. (3) 

方程⑶表明 7 元组 ( A^) 为开覆盖 { U a } 在层 F 中取值的一个一维上闭链，其 
中 F ( Uj 为 U a 上取值于 G 的连续函数.如果纤维丛为直积，则（如有必要，先 
进行覆盖的细分）存在一组函数的， ： R G 使得纤维丛的类 
是 H ' X ’ F ) 中的元， 但是， 如果不是阿贝尔的 ，则 H ^ X , F ) 不是一个群+ 

习题 3如果 G 是阿贝尔群，计算 HHXF), 

习题4证明，如果 F 是光滑流形上的层，其中是区域 " 上光滑函数 
的线性空间（更准确地，是在闭区域 U z > U 中光滑)，则在 g > 0时上同调为平 
凡: =0 } H °( M n , F ) = C ^{ M n ) % JUT 上的光滑函数环.在复流形上 
存在全纯函 数层， 这时上述结果不再成立. 

习® 5设给定向量从，其底为 B = A /' 层为这个层在区域 f/ 上光滑 
截影.证明等式（但在全纯情形这不再相 等)： 

H^(M n ,F) = i} y q>0, 

H Q { M ^, F ) 为这个层的截影空间. 

提示.利用 E 域 f/ 上的光滑函数可延拓到整个流形 A/ n 的性质 - 

习® 6设为三个层，它们对充分小的球状区域 f / 有群的 
正合序列： 

0 - — 0 ; 

其中所 有即和 ~与映射 : — Ff ' k 二 0,1,2交換.构造“正合”的 

上同调序列 

0 H°(M n 1 F ^) 上 H 0 (M n 7 F ⑼) 

上⑼）二…- 
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例5设为区域 t ； 上的光滑实函数,为常值层= Z ， i ^ 3) 为 
在。=# = R / Z 上取值的函数，计算利用上面的习题给出以 
= S 1 为群的纤维丛的分类. 

例6设碏）是区域 t / 上的全纯函数的线每空间，思 0) = Z 为常层，岛 2) 
为 U 上非零全纯函数的乘法群.映射《 : S 为常数的包含映射，映射 

fl ： Fjj 1] ^ 为/上 exp {2^/) 1 将层 F ⑵写成乘法. 

习题7证明群给出了全纯线丛的分类（参看 [1], 卷 I ， §25). 
如何把群丑 HA /' 戶⑴）与拓扑等价于（即没有复结构的）直积全纯丛的分类？ 


例7按定义，切向量丛和余切向量丛的各种张量幂的截影称为张量场.与 
张量场相关有一个层，其中 A 为在区域 C / 上的所有光滑张量场， 1/ 是 

底空间上的区域.这时，当取反称张量（具下指标）即微分形式时，我们则 
定义了层 其中碎 为在区域 1/ CM - 上的形式.有 “层的正合序列” （即对 
所有小的球形 E 域 u c M n ) : 


F 1 —— ^ -^0. (4) 

这里的 H 为常值层（常数)，在任意区域上，算子 rf 把〗次形式变为^ + 1次形式. 
层的序列⑷的正合性由定理 1.2 的推论1得到，它断言对充分小的球状区域 
U . 每个形式％ degw > 0,是局部恰当的，即由心 > 0 7 deguj > 0推出 oj = rfo /. 
分离出闭形式的层卻 C 其中邳 = Keid (区域 U CM 竹 上的闭1-形式), 
按定义，我们有了层的正合序列 

0 — 丑 — F (0) 丄 Z 1 — 0. 

考虑这些层的上同调的正合序列： 


R 


C ^{ M n ) 

♦ 

M Tt 上的 

“常数” 


M n 上的函数 

1 

1 

1 

1 

闭 1- 形式 


—^ H 1 (M n , F°). 


“平常的上同调” 0 


利用前面习题4的结果推出了 H y { M ^, F Q ) = ^ 因此我们得到了满映射: 

H Q { M n ; Z 1 ) H l ( M n , R ) -^0. 
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映射5的核为 d /，/ 为光滑函数.由此最后有 

H 1 ( M n \ R ) = Kerrf/Imd - Z x )/{df ). 

(即闭形式相对于恰当形式的类 

把这个讨论更深入一些便可以建立已经得到过的“德拉姆 （dc TUiam ) 定理” 
(参 看洲： 由微分形式定义的上同调群与单纯上同调群相同，其中 
q 任意.我们对 g S 2进行 证明： 

a ) F^/R = r . b ) Zl ^ d { Fl ) 为闭的形式. 

我们有两个层的正合列 

1) 0 — K — F 0 — F o /R — 0 

2) F°/R -^ F J — Z 2 ^0 

由 1) 的上同调正合列并利用上面习题 4 的结果最后得到 
1} ff l { M n ; F °/ R ) ^ H 2 ( M n - R ). 

由 2) 的上同调正合列、我们有 

ii ) H ^( M n 7 Z 2 )/( df ) ^ R 1 ( M n , F °/ R ), 

因为 H ^( M n , Z 2 ) 为闭的2- 形式，于是最终得到 

Z ^( M n )/{ df ) ^ H 2 { M n , R ). 



第二章 

光滑函数的临界点和上同调 


§15. 莫尔斯函数与胞腔复形 

我们假定在光滑紧流形 M 上给出了一个莫尔斯函数/ (即其所有的临界点 
为非退化).我们来讨论水平曲面 / c = { fix ) = c } 和小于一个值的 K 域= 
{ f ( x ) ^ c } 的结构. 

引理1 (奠尔斯， M . Morse ) 设 f [ x ) 为 M 上的光滑函数， xo 为 f 的非 
退化平稳点或临界点.则在点別的一个邻域内存在这样的局部坐标 V ，…, 

使得在此坐标下，可以把/写为 f{ V l r ■ ■ = 一 ( y 1 ) 2 - 0/ A ) 2 + ( y A+ T + 

…+ or ) 2 . (称数 A 为这个临界点的指数 .） 

证明 先对 n = 2证明此引理（对大的 n 的讨论完全 类似欠 

由于此引理论断的局部特性，不妨认为， f { x u x 2 ) 在半径为 e > 0的芘⑼ 
中给出，/⑼= 0,而其中的0为/的临界点.存在光滑函数使得/ = 

^ l 9 i 

事实上，我们有等式 

/ 盖/ ㈣ )由= /(I ， 疋) 一 = f ⑷1 


进而有 


f ⑻ = 



df ( tx ) 

dx a 




df ( tx ) 

dx a 


dt = 


x^g^x), 


* U6 • 


笫二章光滑困数的临界点和上同调 


其中 


Qa { x ) 



1 df { tx ) 


dx 


dt 


因为 grad /(0) = 0, 显然有 g a (0) = 0. 于是存在光滑函数 h af 3 { x ) 使得 g a ( x ) = 
工 〜因此 f { x ) 二 x a x f 3 h n p ( x ) 1 其中不妨假定心行= h ^ a . 进而有 ^ i ( O ) = 


⑼)等于 G ^( 0 )). 


事实上 


9 c {^) 


Jo dx a 
^ f 1 d 

X I ^ 

x p k af 3 ( x ). 


dt 


P f 1 ^ gg (^) 


dx ^ 


dt 



1 df ( trx ) 


dx 


dr \ dt 


f 1 d 2 f(trx) 
0 dx n dx ^ 


drdt 


由此 


h a p (0) 


d 2 f 

dx ^ dx ^ 3 


⑼ 


我们来证明 n = 2 时的引理.在局部坐标 ( a ： 1 ^ 2 ) 下函数/有形式 


( x 1 ) 2 ^!! + 十(^ 2 ) 2 ^22* 


不妨设 ^ n ( O ) ^0 + 事实上，矩阵 ( h 邰⑼) 为对称和非退化，因而用它的坐标线性 
变换可以化为（在点 0) 对角形.因为从一开始我们就可以假定坐标 （ d ， P ) 使 
(^(0)) 为对角形.所以可以令 h n (0)^0. 于是在点0的某个邻域中 hn (^)^0. 
在这个邻域中有 

f(x) - /in ((^) 2 +2 ^x^ + 十（工 2 尸 (〜 2 — 藍 ) 

= h n ( x 1 + b 2 ) 2 十 ( x 2 ) 2 (^ 3 - 

因为 ^11^23 - ^ o 在点 0 的某邻域中成立（即矩阵 ( h 邶⑼)非退化)，于是 

在变换 _^ 

yl = v^I (P + ，# = \j 〜 ^ x ' 

下，得到了 

hy ' y 2 ): Mv 1 ) 2 ^( v 2 ) 2 - 

因为坐标变换显然是局部非退化的，故在当前的条件下得证+ 

现在转而证明对任意^的莫尔斯引理- 
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我们己知 h 面所引进的矩阵 (^(0)) 是对称的.将用归纳进行证明.设函 
数/在坐标 y \ v 2 r ^ y n 下已有了形式 

}{ y ) = ±{ y 1 f ± -^{ y k ^} 2 ^ J 2 yV ^( y ), 

其中函数幻在0点构成了对称非退化矩阵 T 显然；在 fc = 1时，归纳法的 
假设成立（参看矩阵 {h 邱) 的构造.就是矩阵在 h = 1时的情况).将函数 f ( y ) 
写为： 


fiv ) = 士 ( y 】) 2 士…土 { y k ^) 2 + ^ kk ( y ){ y k ) 2 + Y 1 y a y ^ p ^( y ) 

(当 = A ： 吋 a 〆 卩)， 

在图的中表示了 nxn 阶矩阵 ( P 邱⑽ 的 形状. 因为 （ P ^) 对称且非退化，故 
存在变量沪./+ 1 ， ■ 的线性变换,使得在坐标原点矩阵 ( p Q m ) 化为对角 
形； 特别可以假定已经如此选定了坐标 ■ , y n , 因而 P k m + 0. 考虑函数 
q ( y ) = V \^( y ) l 并作变量变换： （ Z/O — (^)为 


z % — \f \ 31 ( i < k — fc -h 1 ^ ^ n ； 

i p ik ( y ) 




我们來求变换 （3/) — ( z ) 在点 0 的雅可比（参看图 50)- 



尸 M = 土 1 

1 ^ ct ^ I 


7(7) = 


1 1-, 0 
0 '-1 

0 

0 

】 K 。 

0 '1 


图你 


显然， 


dz k 

dy k 


q {0) = y /\^ k (0)\ / 0,即 de % J { z , y ) 


图 50 

^ ^ o . 根据隐函数定 


理，函数(^ 1 ^ - 7 ^)为在点0某个邻域内的局部坐标（这也可以由三角形矩阵 
的坐标变换得到).因此,我们得到了 


仏 (S 喵 H^rS 噹)!?％ 

+ J 2 y a y pp ^ = 土(名 1 ) 2 土…± ) 2 + J 2 心 

orJsAi+l 
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归纳步骤完成，从而在任意 n 时证明了所要的断言. 口 

注但是所证过的这个引理,在讨论函数 f(x ) 在临界点的邻域中的水平曲 
面时不是非常重要的.早已清楚，由于/的非退化性，水平曲面的拓扑由形式 
d 2 f 决定. 

引理2设 f{x) 为紧闭流形上的光滑函数，并设线段 [a,b\(^ < M 不 
包含函数/的临界值（即在集合 f~ l [a f b) 中不包含临界点).于是流形厶微分 
同胚于 / b ， 并且带边缘的流形 A/ a = {x\f(x) ^ a } 微分同胚于 Mh + 

证明由于 M 的紧性，存在^>0使得线段 [ a -^ t - h £] 也不含有的 
临界值.不妨设在 M 上给出了（正定）黎曼 度量； 考虑向量场 grad /(^) = ^). 
在带边缘流形上，这个场没有奇点，而吨0垂直于水平超曲面 
广我们考察向童场 的积分轨线，它由 f~Hb) 出发，终止于 

/-参看图 51. 

由 A / 的紧性，可以选取由曲面 f-^b ) 沿向童场的积分轨线到曲面 
的光滑形变.于是广 1 ^与/ 1 (6)的微分同胚是显然的，类似地可建立 
M a 与之间的微分同胚，这是因为完全逆像 f-^aM 微分同胚: T 厶 x /，其 
中/为线段，引理得证. 口 






♦ 


/⑽ 


W - f ) 


广 , ⑷ 



图51 图52 

现在来考察在靠近 f(x) 的临界点处的水平曲面的行为. 

设吻 e M n 是 fix) 的非退化临界点，其中 f{x Q ) = 0 + 于是由莫尔斯 
引理， 在点邱 的充分小的邻域 U(x 0 ) 内可以引进曲线坐标 X 1 , ■■- 使得 

f(x) 二 -(x 1 ) 2 - (^) 2 + (x x+1 ) 2 + … + {^) 2 + 我们设邻域 U(x Q ) 的中心0 

在点叫处，从而/⑼= a 考虑三个超曲面为充分小.它们在 
区域 U 中由方程 


0, 

一 (: r 1 产 - Or A ) 2 + ( ： r A+1 ) 2 + …+ (/)2 = j 6 
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给出.这里的 A 是 临界点指数. 显见，在坐标卜 1 ,…，）下 ； 曲面/ 0 是顶点在 
0点的锥面，而另两个曲面是双曲面（参看图 52) 

引理3在上述条件下，当/- 1 卜二 A /+ 八 A /_ E 只包含一个指标为 A 
的临界点时^流形则具有一个胞腔复形的同伦型，它由 M -. 通过在 M- e 
上附加一个胞腔 W 在边界/< = 得到 （ W 的维数为 A , 而 A 为临界点 
&的指数 )+ 

证明我们来构造形变以： M +£ ^ M + e , 其巾仰 - 1, M ： M +€ -> 
Af _ e Ua \ 它在为恒同 映射； 由前叙引理可证明这样的形变存在1考虑向 
量场 v ( x ) = - grad /(^) 7 作为在 M _ e 和邻域 t / 之外点: r 沿着向量场 U { x ) 
的积分轨线 形变； 在邻域 t ； 内形变糾为在图53中显示的那个形变.在这里的 
线段 AS 象征性地表示圆盘… ; ^ a ) 7 它的边界（球面^ 1 )光滑地嵌入 
到 E 域的边界 jL e (在图上 ， A = 1，而边缘为球面#，是一对点4和 B ). 
形变的结果显示在图54 中， 引理证讫. 口 



a 53 



定理1任意光滑紧的连通闭流形都具有胞腔复形的同伦型，在它上 
面的每个指数为 A 的临界点八（其中所有 P A 都是 A / 上某个莫尔斯函数的临 
界点）对应于 A 维的胞腔. 

证明考虑 M 上的莫尔斯函数,在其每个临界点处；/的水平面正好只有 
一个临界点.这样的函数相当多（参看[1] ; 卷 I , §10). 因此，由前面的引理和 [1], 
卷 I ，§10的定理5得出了本定理. □ 

在附加了某些分析性质后，函数/对于临界点指数给了一些限制. 

习题1如果/ = RgF { z \--- 是 O 1 上一个复解析函数的实部，则任 
意非退化临界点（4 , - h 的指数等于〜 


习题2如果/ 为！ 上的调和函数，则非退化临界点的指数不等于0或 
者 n (极大值原理). 
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但是在紧流形上并不存在复解析的和调和的函数.我们指出习题1结果的 
一个在拓扑方面的 应用； 设 M 2 » 为 CP N = C ^ UCP ^- 1 中的紧复子流形 . # 
是 A/ 2 " 的“有限部分” 1/ 位于 c N 内.交集呢 = n M 2 n 是所谓的“超平 
面截影” .将的复坐标中任一个分量的实部限制在有限部分 F 上，它给出了 
V 上的一个莫尔斯函数/; /的所有临界点具指数 n . 由此及上面的定理容易知 
道，流形 M 2 rt 同伦等价于胞腔复形[说 U 叶 U … U ㈤ U 其中为在有限 
部分 V C 上函数/的临界点的个数.(请给出精确的证明!）由此得到 等式： 

^ i ( W ) = 7 Ti ( M 3n ) ? i < n — 1 7 

H % { W } = i < n - 1 或 n < i < 2 n . 

包含诱导的映射丑为在上的同态（即满同态). 

§16. 莫尔斯不等式 

在光滑闭流形制〜上，函数 f { x ) 的临界点（平稳点）个数和此流形的拓扑 
不变量之间存在紧密的联系，这些拓扑不变量包括同调群，欧拉示性类等等- 
在[1]，卷圮§15中建立过定理，即数5： (- 1) a au (/) 与 AT 1 上的莫尔斯函 

久 >0 

数/无关 7 而等同于欧拉示性数.这里的 M ( f ) 为 f 的具指数 A 的临界点的个 
数.运用§15的结果，我们得到下面的论断. 

定理1如果 b k ( M n ) 为流形的同调群（具任意系数域）的秩，则对 AT 1 
上任意莫尔斯函数 /( 即只具有非退化临界点）成立不等式： 

Ma {/) ^ b x { M n ), A = 0,1, - - ,几. 

证明 根据本章的定理 15.1, 函数/产生了流形上的一个胞腔空间的 
结构.这意味着， 流形同伦等价于胞腔空间 K ， 它由一 系列附加胞腔得到: 
K i+1 二 & U 其中具给定维数 A 的胞腔的总数正好等子/的指标为 A 的临 
界点的个数 fix ( f ). 像在§4 中（参看定理 4.1) 所证明的，这样的胞腔空间同伦 
等价于胞腔复形瓦它具有 叫⑺个 A 维胞腔.因此允同伦等价于 M ' 从而 
ff . iK ) = H q {，) 对所有的 g 和所有的系数群 G 成立.因为同调群扒(左）的 
秩不超过 A 维的胞腔个数，故而证明了定理. 口 

但是，在与复形 K ^ M n 的胞腔数直接有关的数 Ma (/) 与贝蒂数 b x { M ^) 
的秩）之间的关系中，这个定理并没有给出所有的关系.我们还知道另 
一 个关系（参看§ 2 ) 

乙(-1)\二乙(-⑴ 

A^O 
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这些关系的完全组可以方便地以代数方式这样来 表达： 我们建立母函数 F ( M rt ? 
0二(流形 M n 的庞加莱多項式）和 Q ( M n J , t ) = Y ,^( f ) t x (函数/的 
庞加莱多项式)，它对任意胞腔复形犮都有定义 7 其中为 A 维的朐腔个数. 

于是，令 * = — 1，则由 （1) 得到差 Q - P 可被 （1 + t ) 整除.原来,关系式 

具有非负的整系数.这个结果将在以后以更一般形式加以证明.把莫尔斯不等 
式推广到具退化临界点的函数也是方便的 t 
设 f ( x ) 为无限可微的函数- 

定义1称点 x 0 ^ M 为函数 f ( x ) 的拓 
扑正則点是说，存在开邻域17 = U ( x Q ) y 它同 
胚于/的水平曲面和线段的直积 ir 1 ^)} x 
1 [-€^](其中 a = f ( x 0 ) ; 参看图 55). 另 
外要求这个同胚的“纤维性”，即使得曲面 
(/ _1 ⑷⑺与水平曲面/ _1 (« + t ) 在邻域「 

中相同+ 

定义2如果点 x 0 G M 不是拓扑正则 
点， 则称如 为函数/的分岔点. 

考察例题.如果: c 0 e M 为 M 上莫尔斯函数 f ( x ) 的非退化临界点，则显 
然，抑是分岔点（参看图 56). 

但是光滑函数/的退化临界点吻不总是分岔点. 

例设 M = R 1 ? f ( x ) = x \ x 0 = O ^ UK 于是办是/的退化临界点，但是 
同时， 办为 /的拓扑正则（非分岔）点（参看图 57)- 



厂 ㈣ 


/ M 


I a=/ ( 太 0) 


€ 


图55 




厂 】(0>= t / 三厂】⑼ 


图56 




*/ 

" o=/{x 0 ) 
__ 


设， 为光滑紧闭流形，以及其上的可容许光滑函数 / Or )， 即它有有限个 
分岔点（例如 f % M 上的莫尔斯函数). 

设 c u c 2 ,^- 7 c n (N < oo ) 为函数/的临界值（即 r 1 ^) 至少含有一个 
分岔点).因为/只有有限个分岔点，则它们全都是孤立的.设 { x } a 表示在 
水平面 { f ( x ) = Ccx } 上的分岔点的集合，考虑= { f ( x ) ^ c a }. 相对同 
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调群 H k { M c ^ M Cn \ { x } a ) 是函数/的分岔点的最重要的不变量.（对于群 
H k ( M Cay M Ca \ 因为点 { x } a 的孤立性，可以理解为群 H k ( M c ^ M Ca \ 

U { x } a l 其中 U { x } C ( 是点 { x } a 的充分小的开邻域组 .） 

定义3称多项式 

N n 

Q{M' = 〜 (H \ WW 

a=l fc=0 

为函数 / : M ^ R 1 的庞加莱多项式, 其中 b k ( X , Y ) = diinHkiX . Y ). 

定理 2 设 P { M , t ) m Q ( M ,/ 7 1 ) 分别是前面引进的和刚刚引进的庞加莱 
多项式.于是差 C ? - P 被1 + * 整除，井且商有非负的整系数. 

-1 i t 

引理1 设 a < b 为函数的值域中的两个数,使得在线段 [ a ^ b ] 
中没有/的临界值.于是收缩到并且 

引理的证明已在 §15. 对莫尔斯函数给出过了.我们略去一般性的证明. 
引理2对于某个充分小的 O U T 有等式 

h h {M c ^,M Ca \ {x} a ) = b k {M Ca 十。 U. 

证明只需证明群 H k [ H \ h } a ) 与 H k ( M Ca +£ j M c _ t ) 同构就可以 
了.这个论断由群的定义和由前一个引理得到. □ 

我们现在考虑特殊形状的三个庞加莱型的多项式： P ( M .) - J ： b k { M a ) t k : 

(*) 

PiMb . Ma ) = 其中 a < 6 ( 即 M b 〕 M a ); 尸 ( Im 3)= 

⑷ 

Edim ( Im 汍 +1 ) f fc 7 其中算子 B k+l : H k +1 ( M b , M a ) - 为在 （ A ^， M a ) 

的同调正合序列中的边缘算子参看 §5. 

引理3成立等式 

P ( M bi M a ) — { P ( M b ) - P { M a )} = (14 - i ) P ( lmd ). 

证明考虑空间对 （ Aft , 的同调正合 序列： 


H k+l (M b ,M a ) 6 ^ H k (M a ) H k {M h ) M R k (M b ,M a ) ^ H k ^{M n ). 
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由此序列的正合性得到下列的关系组： 
b k { M b , M a ) = dim ( Imj ) + 

dim ( Imj ) — b ^{ M b ) - dim ( Imj ) — h k { Mb ) — { bk ( M a ) 

- dim ( Ima fc + i )} = { b k { M h ) - + dim ( Im 汍 +!); 

b k ( M h , dim ( lTnj ) = b k ( M b , M a ) - { b k ( M b ) 

- b k ( M a )} - dim ( Im ^ fc + i ) = R k — dim ( Im 九 +1 ) 

=dim(Im^), 

其中 R k = b k { M b , M a ) - { b k ( M b ) - b k ( M a )}. 

因此： 

Rk = dim(lmdk+i) + dimflin^), 

t k Rk — f + t ( t k ~ 1 )) ? 

即 J ： t k B k = 这就证明了 引理. □ 

㈦ 

晒 

现在直接转向定理的证明.考虑函数 /( ㈤ 的所有临界值 …， 印(#< 
oo ) (SP 中至少存在/的一个分岔点).再考虑数« 1 , - - - 7 a N , a ^+ i 使 

得 a 。 < c !， a 〗 < c i+ i < a l + i；cjv < (即非临界值{叫}分割开临界值{^}, 
参看图 58). 

■ o ♦ o _ o _ 擎 o 

a i) c i a i-\ c i a t 呤丄 C N a N^\ 

图 5 S 

由前面的引理 得到： 

P ( M az +17 M at )- { P ( M at+l ) - P ( M ^)} = ( l + f ) P ( Im ^)- 

显然，这些等式对 i 从 0 到 JV + 1 的和给出 

Q ( M , t )~ J ^( M n+1 )+ P { M ao ) = (1 + 

其中多项式 K ( t ) 具有非负系数.然后我们利用那些 事实： 

P ( M — M a ') = P ( M Cii M Ci \ { x },) 

(这由上述引理得到).现在，因为 a N +1 可以假定为如此之大^使得> 
max / ⑷，故而 M aN+l = M , 那么我们便有 P ( Af ^ +1 ) = P ( M ); 另外 7 因为仰 

x&M 
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可以假定被选成如< niin /( x )， 即 Af a 。 = 0，故 P ( M a (] )^ 0 . 而按定义，庞加莱 

多项式是从 k = Q 开始桉 k 取和， 因此，最终有 Q ( M , /)- P ( M ) 二 （1 十 
从而证明了定理， 口 

现在我们考虑这个定理的推论.设取实数群 ® 为系数群这时称数心= 
rank { H k } 为空间 M 的贝蒂数，又设/ 为流形 M 上的容许光滑 函数； 我们把 
f { x ) 的庞加莱多项式写成 Q ( MJ )= E _ k 的形式，而对 A/ 的庞加莱多项式 

jfc>0 

写成 P ( M ) = 5： b k t k . 称数 ㈣ 为光滑函数/的 ££ 莫尔斯教” （当/是 M 上的 
莫尔斯函数时 T 这些数有特别直观的解释).于是由上面所证过的定理.得到 

Q ( MJ ) - P ( M ) = b # k = (1 + 

⑻ 

由此知道，多项式 - b k ) t k 有非负系数：即外> 因此，流形 M 的贝 

(fe) 

蒂数 h 数值上小于莫尔斯数叫.更进一步， EM " = EM * + (1 + 0瓦(0;当 
t = - 1时有 E(-i)、 = 其右端是流形 m 的欧拉示性数（即贝蒂 

数的交错和： x (^) = E (-1)^) - 故而对 M 上任意容许函数/的莫尔斯数的 

( k ) 

交错和原来是流形 M 的同伦不变量（特别，对任意光滑函数/都是同一个数 )- 
又，把 （1 W )- 1 按 * 展开，有 

OC 

(i + O-^D-DT, 

a =0 

于是 

£(-ir 尸 >0 ， 

即左端在合并同类项后，有了非负系数.由此对于固定的 A 得下面的不 等式： 

("0 — 入十 — 61)(—l)^^ 1 -h (/12 —办 2 )( — 1) A_2 + … + — & A ) >0， 

即 

/H\ — AU-1 + AU-2 —…土 "0 会 — ^A-l + ^A-2 —…士 i>0. 

现在设 f ( x ) 为紧流形 M 上的莫尔斯函数-这时数 {^ k } 具有特别显见的 
几何意义.设抑为函数/的非退化临界点（从而为分岔点)，并设吻的指数为 
九我们来求群 H 4 M c , M c \{ x 0 }) = H 4 Mc + s , Mc -,) 的维数，其中 e > 0充分 
小， C = /(xn) 为临界值；此外，设抑为临界水平面 r 1 W 中唯一的临 抨点. 
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因为对于胞腔复形对（ X , r ) (其中的子复形)，它满足恒等式 H .{ X ， 

故而 


K*(M c+£ ,M c _ e ) ^ K*(M c+£ /Af c _ £I *). 

由于早先研究过的同伦等价 M c +£ 〜 M c . e U (其中 P 为 A 维的胞腔)，我们 
得到 

= H,{a x /da x ^)^ H,{S X ,^), 

其中 a ^/ d ^ > 沪为 A 维的球面.因此， 


H k ( M c , M c \ { x 0 }) = H k ( S \*)^ 


{ 庇 T k = X y 

0 , h ^ 


举几个有启发性的例子，这 时邱为 f { x ) 的退化临界点 . 例如说 f { x , y ) = 
Re (^ n ), ^ = x + iy. 在图59中显示/ /的水平面的形象.于是> M C ^ E /M C - S ^ 
5 1 V 5 1 . 





如我们在前面所指出的那样， 一 个退化的临界点可以用函数/的一个小的 
扰动化为一些非退化临界点的并集.在我们所分析的例子中， Rc (^) 的点 O 分 
解成了 n -1 个非退化岢点的并（参看上面的详情).这个观察来自一个一般性的 


命题: 多项式 Q ( MJ ) 在函数/充分小的扰动下不变,事实上， Q ( MJ ) 是通过相 
对同调群 I {乂 M c + Sy M c _ e ) 表达的，而这个群显然在函数/的充分小扰动下不变 . 


因此，多项式 Q ( M ，/) 带有那些所有指数 


A 的非退化点的信息，这些非退化点出现 
在函数/的退化岢点的分解之中（当它被 
充分小扰动时). 

最后再考虑一个函数/的退化奇点 



的例子-设 f{xyy,z) = 丈 3 — 十 图( 

z 2 ). 利用图60,读者可以确认，在这时 

M c ^ £ / M c _ £ - 5 1 V 5 2 ? 从面可计算出同调群 H 4 M c + sy M r _,). 
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§17. 莫尔斯-斯梅尔正常函数.环柄.曲面 

可以证明，在任意絷光滑连通闭流形上总存在这样的莫尔斯函数，它只具有 
一个极小点和一个极大点. 

例如，对十二维定向流形可以在 R 3 
中“好”的嵌入曲面的高度函数中找到这样的 
函数（见图 

也可以证明，在流形上总存在那样的莫尔 
斯函数，即其临界值能够按其指数排序，即当 
A 二 时 f { xx ) - /(^) 7 当 A > 时 }{ x X ) > 

别为点 U 和&的指数 t 常称此 
类函数为“正常”函数（或者斯梅尔 （ Snrnle ) 

函教).这样的莫尔斯函数与- 般 莫尔斯函数 
不同，它们在 M 的所有光滑函数空间中不是处处稠密的+ 

定理1在任意絷光滑闭流形上总存在正常莫尔斯函数，它正好有一个极 
大点（指标为 A = 77 = dimM 的点)，并且正好有一个极小点（指标为0的点). 

如果根据§15的定理，按照正常莫尔斯函数建立的胞腔剖分，则在每 
一步将附加一个比前一个胞腔有更大维数的胞腔， 

定理的证明我们对上的光滑函数 f ( x ) 引进一个有用的辅助概念，即 
拟梯度场.以 （(/) 代表函数/沿场《的导数 t 

定义1称 M 上的光滑向量场$为拟梯度的意思是，如果 1) 在集合 M \ 
{ xi T ■ ^ - 上 §(/) / 0,其中{%}为莫尔斯函数/的临界点； 2 )对任意点： 
存在开邻域使得在任意坐标系下，在邻域 u {^) 中有 

/㈣ 叫 ）=/㈤ - 幻 /) 2 十史 （/)' 

k^l 1 
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而场彳有形式 


( ㈤ ； (- X 1 ，. ，-?;/十、… , x n ). 

显然，对 M 上的任意莫尔斯函数/存在这样的向量场 （ （例 如， 对于 M 的 
某个度量的€ = grad /). 

设而6 M 为/的临界点 ，以 的指数二为/的拟梯度场.考虑那个所 
谓点 A 的分界图，即所有场 f 的从点 A 出发或终点在点〜的积分轨线，于是 
在邻域中，这个图具有图62所展示的样子. 
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流入的轨线充满了圆盘流出的则充满圆盘 D n ~\ x ^\ 

… ，工 n ). 

考虑两个球面: s x -' = D x n { f ( x } = f ( xi ) - £>； s n ~ x ~ l = D n ~ x n {/(^)= 
f { xi ) + e }, 其中 e : 充分小.不妨设在邻域 J 7( x 0 中 s ^ 1 = dD x , S n - x - 1 = 
dD n ^ x ; 参看图 63+ 





D \ x \- X ) 


图 62 



f ^ f ( h) +e 

/=/w 


观察圆盘 1^(4) 和 D ^- X { x . t ) 沿场 € 的积分轨线的“拉 开”； 于是球面 
和也将如此地被光滑形变，它们沿场 （ 的轨线无自交地 
移动，一直到不遇到任意其他的临界点％,(显然，场€的轨线只能交于函数/的 
临界点 .;） 

引理 1设在“夹层” \ = f - l [ a \ b f \ 中有/的两个临界点 X 0 i yo ： 

其中 a f < a = /(^ o ) < f ( Vo ) = b < b 1 ; 又设 （为 / 的拟梯度场 * 假定在夹 
层 f~ l [a\ y \ 中满足关系 D n - A ( a : n ) n W (如 ） =0 (这里的 A = ind (^ 0 ), A / = 
md { yo )). 于是在流形上存在一个新的莫尔斯函数 v 使在 / K & q 外有 
/ = 1同时 p 在 M 上与函数/有相同的临 界点； 场 f 也是函数 g 的拟梯 度场; 
又在邻域叫邱）和 U ( y 0 ) 中有 g = /+常数. 

证明 由引理的条件得到，在夹层中，点.邱和 y 0 的分界图不相 
交（参看图 64), 即 (D n - x {x Q )UD^{x 0 )) n {D n - X \y 0 ) U O y {y 0 )) = 0. 我们给出 
记号： 

b f ],A^ D n - x (x 0 )U D x {xo)；D = D n ~ y (y 0 )U D y (y 0 y 

那么显然， 


W \( AUB )^ \{ AuB ) nf ~^ { b f )) x I [ a \ b f ] 

=(/-HaO\((A UB)n Z- 1 ^))) x 
这个关系也可以 写成： 补集说 UduB ) 微分同胚于直积 

(/-】(《)\ ( S n - y - 1 ( y 0 ) US n - x ^ 1 ( xo ))) X I[a\b f ] 
-\ (W- 1 (如） U 妒 - 1 ㈨ ))）x I[a\b% 
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其中 I [ a \ b f ] 为线段 .( 为简便起见设 a ' = 0 〆 = L ) 特别，在流形 f~ l m \ 
(S n - y - 1 {vo)us n ^ l (xo)) 和流形 r l (b f )\(S xi - 1 (yo)us x ~ 1 M) 之间的微分 
同胚沿着场 （ 的轨线7得以实现.我们考察在 r 1 ^) 上的光滑函数它 
在 Anz - YO 的充分小的邻域中 为零: a (: T ) 二0;在 Bri /- 1 ^) 的充分小的邻 
域中 a ( x ) = 1. 因为 AHB = 0 , 故存在这样的函数.由在 Z " 1 ^) 上给出的函 
数$我们构造在整个 W 上的光滑函数 a { x ), 它是 a 的延拓，使它沿场 < 的积 
分轨线保持常值（这些轨线在 AUB 外不交).于是所得到的州上的函数 a ( x ) 
沿任一条不进入 AHB 的一个开邻域的轨线 7 为常值且在 U ( A ) 中《 = 0,而 
在 U ( B ) 中 a = 1- 





/=〆 



图64 图65 

考虑在图65中所给出的图形所代表的光滑函数 p {±, V ) - 
图66上展示 了芝二 的图像与平面 y — t (常数）的交线在 i 从0变 
到1时的逐步展开. 

我们把加在函数 P 上的规定条件写成下面的形式： 

1) -^{ p { x , y ))>0 对所有 ( x , y ) 成立，并且当企从0增至1时,肖屯奶也 

OX 

从0増至1; 


2) p { a , 0) = b ] p { b , l ) = a ; 

3) ^( p ( x , 0 )) 三 1 对 a 的邻域中所有的无 成立； 又任给 6 的某邻域，对其 

OX 

中所有的 A 有 ^(^,1 )) = 1 (参看图 67 ) 

现在定义我们想要的函数 g ( x ) = p ( f ( x ) 7 a { x)),x e w . 于是 g ( x Q ) ^ 
P (/( To ) 7 a ( To )) = p ( a ,0) > p ( b , 1) = p ( f { yo )^( yo )) ^ 5(1/0)， 因此， ^(^ o ) > 9 { yo )- 
由函数 P 的条件 1) 一 3)， 得到了满足所有在引理中规定条件的函数 y { x ). 弓[理 
证完. 口 


引理 2 考虑妒 = /-HA&']. 设 和 ，如 e 呢，满足 /( 抑） < f ( 如 ) 和 M^o) = 
f 在点邱的指数> A (如）=/在点如的指数.于是存在 M 上的莫尔斯函数仏 


§1 T . 莫尔斯 _ 斯梅尔 IE 常函数 . 环柄，曲面 


,159 - 



S 66 图67 


使得 5 (^ 0 ) > g ( m ) is 具有与/有相同的临 界点； 函数还满足引理1中其 
他所有的条件. I 

证明在 4 ns = 0的条件下引理已证（参看上面的引理).对一般的 
An B ^ 0 的情形，我们将把它简化为 A (1 B = 0 的情形.现在考虑曲面 
{/( x ) = l \ = V (我们假定 Y = 0,6 y = l ? 0< /( 邱 ) < ^ < f ( yo ) < 1). 令 A = 
x ( x Q ),X - a (如)■设 AnB ^ 0 . 这表明在曲面 v 上， s n -^- l ( x o ) ns y - 1 ( Vo )^0 
(参看图 68). 事实上，如果这个交为空，那么 AnB ^ 0. 因为_ e [ a \ b f ] 不是 

临界值，故 V = V -- 1 是个打 -1 维光滑流形，而球面俨-吻）和 〆 — V 如) 
是 K 的光滑子流形.因为 

dim 5 n _ A _1 (^ o ) + diiny — 1 (如 ) ^=n — A — 1 + A y — l = n — (A —^ V ) — 2 < n — 1, 

于是由关于正则性的一般性定理（参看[1]，卷 I §10) 知道，存在一个包含 
映射 i : - V 的任意小的到邻近的包含映射的同痕，使得后一个包含映射 

的像与球面相交为空集.那么可淸楚看出，这个同痕可以延拓到曲 
面 V 的一个小邻域内，然后可以将这个同痕在此邻域外为恒同形变，从而扩充 
到整个使拟梯度场从属于这个所想要的同痕后，我们便得到了两个不相交 
的分羿图 A 和 S (见图 69), 这样便把所讨论的情形化到 AHB = 0 的情形.引 
理得证. □ 





于是，定理的关于存在正常莫尔斯函数的论断已得到完全的证明.至于定 
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理的第二部分论断（即关于存在只有一个极大点和一个极小点的正常莫尔斯函 
数的存在性)，我们将其作为一个有益的（相对简单的（特别是二维流形的情形 )) 
练习留给读者， 口 

现在考虑把胞腔附加到流形 M . £ (见前面）的边缘上的更细致的过程. 
我们要以微分的角度解释清楚，在“经过临界点^的过程”后，在流形中 
发生了什么，即从称做附加环柄的运算的观点看流形 M _ s 如何变化. 

考虑直积开？ = D x x A 5 其 
中以表示 4 维圆盘+称为带边 
缘的指数为 A 的 n 维环柄.很清楚， 

边缘 dH ^ = { dD x ) x D n ~ x UD X x 
( dD n ~ x ) = ( S X1 x D n - x ) U ( D x x 

我们定义环柄 FJ ： 在边缘 
为 w-i = dK n 的流形 K " 上的附 
加运算.设沪 ― 1 C 为光滑嵌入 
球面，使得它的充分小的管状邻域(半径 e > 0) 表示为直积3 
S ^- 1 x D n ~ x , 其中兰为微分同胚 7 {■? x D n ~ x } y s e 炉- 1 为球面 S '- 1 的半径 
为^的法线圆盘（参看图 70). 

于是可以构造出新的光滑流形元' 其边缘为 V — 1 = BK n , 这时以映射 
X :炉… 1 x D n ~ x ^ = 5 A - X x (微 分同胚）将附加于即 

X 是妒 _1 x D ^~ x ( dH ^ 的边缘的一部分）到管状邻域 T £ ( S >^- 1 } 的微分同胚.图 
71展示了附加环柄 Ifln = 2 的运算. 



图70 


^ 0=A- _ 

K 1 



图71 


抹平在点: r e &r c {S x ~ l ) - s ^ 1 x 的“ 棱角' 我们得到了具光滑 

边缘 V 71 - 1 的光滑流形心，（在图72中这个“抹平”以虑线表示 .） 

在图72上展示了附加环柄到尺 3 的运算. 

在图73上展示了附加环柄到 K 3 的运算. 

定理2 任意光滑紧连通闭流形 微 分同胚于环柄 { HJ } 的并空间，其 
中巧为 7 UT 上某个莫尔斯函数的临 界点； A 为 P A 的指数，而每个点 A 对应 
于环柄 
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图72 





证明因为当 a < &时，如果在线段 [ a , b ] 上没有函数 f { x ) 的临界值时 M a 
微分同胚于则只需研究在经过临界点时的变化即可.我们考虑光滑 
的形变(参看引理 15.3), 但现在像图 74 所显示的那样变化. 

在图 75 中显示了形变的结果. 

可清楚看到，环柄的“轴”为圆盘 D^xK- - ,x x ), 它由场 v{x) = 
- grad /(^) 的由场 v ( x ) 的奇点走出的积分轨线组成.定理得证. □ 


U 



图74 图75 


如果反过来，已知流形 M 分解为环柄的并，则可恢复出上的某 
些莫尔斯函数 f ㈣ 使得它们相伴的 A / 的分解为环柄的并与 M 原来的分解 
两}的并重合，证明由对环柄的个数和它们的指数进行归纳进行.环柄 { MS } 
可与那些 W 等同 T 并让它们的中心为指数0的临界点.将以表示水平曲面 A 来 
构造出函数 f{x) (函数 f(x) 不是唯一决定 的)： 于是作为在圆盘 {D n } = {HS} 
中的曲面 {/ J , 我们取为同心的球面，其中心在使 f(x) 取局部极小处.设 f(x) 
已经在具边缘 V 71 - 1 = {/ = a} 的光滑流形 {/ € 4 上构造好了，并设环柄 //jj 
已附加到边缘 V — 1 上了.现要把 f { x ) 延拓到环柄上.这个延拓显示在图 
76上. 

所得到的函数 5( ㈨ 在流形^ a } U 的边羿上重新又是常值，故而这 
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原来的 
图76 


个过程可以继续下去. 

我们考虑二维流形 { M 2 } 和按上面所证定理中它的分解，即分解为环柄 
{巧}的“和”.附带地我们又得到了二维曲面的分类定理（参看别. 

考虑在 M 2 上的正常莫尔斯函数设吻为极小点（唯一的指数为0 
的点)；^1, —' 为指数1的点 为极大点（唯一的指数为2的点)，其 

中 fM< f(x i+ i),0 ^i^N. 可以假设，0 < f(x) ^ JV4- IJ(xi) = L 于是集 
合0 < / S e < 1为环柄埼（同伦等价子点，即零维胞腔).当通过临界值 
/On) = 1 时， 出现了环柄珩（见图 77). 

当 n = 2时，只存在两种附加环柄到 i 纪的方式（见图 7S) 



图77 



如果考虑所得带边缘的流形的微分同胚的话，则这两种同伦等价的附加胞 
腔的方式却不是微分同胚的 ： HS U Bl ^ (圆柱) ； 埼 U 珩（馱比乌斯 

I djff if 

带).在第一种情形中得到了（带边缘的）定向曲面，在第二种，则是非定向的+ 

继续这个过程，并转向点… WAT; 在每一步我们附加一个一维胞腔 

而以环柄的词条来说，或是附加了屮 x D 1 ， 或是附加了畎比乌斯 

带.在转移过 x N ( f ( x N )= N ) 以同伦的观点看，我们得到了圆束。埒；每 

个圆宄= < 7 } Ucr 0 对应于临界点 R (指数 1). 最后一步为附加环柄即 
二 维胞腔 A 它同胚于圆盘因此， M 2 同伦等价于胞腔复形封 U … U 
ajjUa 2 , 从面微分同胚于邱 U 所 U + ^ U HliJHl 在第 （iV + 1) 步,把胞腔（环 

柄附加到具边缘 3 K 2 = 的流形 K 2 它只以一种方式实现，即 

恒同映射:如 2 — dK 2 . 
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胞腔户兰 K 可以与基本多边形 W 等同，其中阳是在以前证明 { M 2 } 的 
分类定理所得到的那个多边形,而圆束 f 埒则等同于多边形 W 的边缘，它的 
所有顶点都等同于同一个顶点. 

在图79中所显示的系列过程建立了环面 T 2 二 在妒中的标准 嵌入， 
使得 f ( P ) = z (高度函数）为具4个临界点的莫尔斯函 数:: (极小)，〜(指 
数为1 的鞍 点)； ❿（极大).上的类似的高度函数且有如+ 2个非 
退化临界点：吻（极小 )； Xu - ' ^2 g (鞍点)； 〜 +1 (极大). 



在任意 M ff 2 上也可以构造出具4个临界点（极 小， 极大和两个鞍点）的髙度 
函数.这些鞍点当9 > 1是退化的.所要的嵌入 — R 3 显示在图80上. 




鞍点 XU 工 2 在&> 1 时为退化临界点，同时在点: rm 2 的邻域中髙度函数可 
被构造成像函数取卜 十恷 ) 1 切 那样.另外，在任意的或 上存在 
有三个临界点的光滑函数 f ( x ): 极小，极大，鞍点（退化 ) i ( 请证明，对 M | >0 的这 
个函数不能以某个嵌入 M 彡一舻的高度函数实现 .） 事实上，我们考虑(或 
M ^) 的典则的对称形式(或(参看关于 
这种形式的存在性的 §3). 想要的函数 f { x ) 在图81中以水平面的曲线给出 （非 
唯 一)： M 线的左边为极大点，右边为极小，退化鞍点在基本多边形的顶点.函数 
fix') 在这个退化鞍点的小邻域中有 Bb(x + iy) k 的形式（请求出作为 g 或//的 
函数的这个退化奇点分解为非退化的竒点井的情形显示在图82中.我们以 
相应的向量场 grad / 来定义这个分解 ./ 的临界点与向量场 grad / 的奇点等同. 

我们令 /(A y ) = Re ( z k )， 其中 z = x + iy . 于是点0 € R 2 ( x , y 、 ％ f 的退化 
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图 SI fS 82 


临界点（从而是场 v ( x , y ) = gradRe ^。 的退化竒点).图82显示了场 i ; 的积分 
轨线的图像， 

考虎小扰动 f { x , y ) — Re Yl( z ~ 其中 F -i ^ e 3 当以 J •时. 图82展示 
了退化奇点分解为- 1个非 St 竒点的并的情形. 

注当在流形构造具三个临界点的光滑函数/时.我们利用了 的 
下面表示：= aia 2 …咖 ar 1 ^ 1 …并以线段 （《&) 分割灰，使得在 

( ah ) 分开的每一部分中没有二条标有同一字母％的边.我们这样做,对于避免 
(在构造函数时）出现退化临界点的连续集合是必要的（见图抑). 



§18. 庞加莱对偶 

在拓扑、代数几何和同调代数中对千一个广泛使用的词“庞加莱对偶”的 
理解是在各种不同场合下的许多论断，它们表示了同调群和补维的上同调之间 
的同构关系，最简单的庞加莱定理断言,对于定向的紧闭光滑的连通流形 AT 成 
立同构： 





§18. 庞加菜对偶 
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其中的为实系数的同调群 7 n = dimM ". 这个同构显然等价于流形 M 
的贝蒂数满足条件 b k [ M ) 二 b n ” k ( M )， 如果流形 M 非定向，则庞加莱对偶对于 
模2同调成立 


我们将考虑定向的流形_非定向的情形可类似地讨论+ 
对偶性基于下面的观察. 


我们构造流形 A /” 的两个胞腔剖分 K 和圮它们相互对偶.更准确地说, 
我们对每个胞腔^ e 心借助于某个对应 D.K — k ， 相伴于一个 - 0维胞 
腔 0(^) = [:即具补维的胞腔) ： 其中的对应 D 应该满足下列条件 r 

1. D 是复形 K 的胞腔和复形 K 中的胞腔间的——对应 t 

2, 对任意两个胞腔 W - 1 CK , 其关联数 [V : ^ 1 ]在差一个符号（仅与 

维数〗有关）的程度上等于胞腔1之间的关联系数,这两个胞腔是原 
来的胞腔经 D 得到的 ，即 [ cr … W - 1 ] 士 [^-^ 1 : 我们记住，这是在考虑定 

向情形.在非定向流形情形，其关联系数应取模2剩余，即在非定向情形满足等 
式 [ c ^ : cr i_1 ] = ： ^-*] mo d 2. 

我们考虑在 JkT 上的正常莫尔斯函数 f { x ), 它的临界点按其自身的指数排 
序 7 即如果入> X ^ fix ,) ^ fix ,). 这样的 “ 正常”莫尔斯函数的存在性己经在 
前面证过了. 

我们在上给出定向，并连同函数/ 一起考虑函数 g = -/. 显然 ； 如果 
A 为 f 的指数为\的临界点， 则仏为 0的指数为 r /- A , 的临界点. 

取由函数/产生的剖分（参看前面的结果）为流形 M 的胞腔剖分尺，而由 
-f = g 产生的剖分作为我们更仔细地考虑复形 K 和元之间的关系.存在 
点 A 的小邻域 U { x { ) 以及利用函数/和 -/ 所给出它的分解（参看图 M ). 
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现在我们来构造想要的对应关系（胞腔映 
射） Z ? :皮 — 免令 D (< j x ) = a n ^ x (见图 85)+ 
函数/的胞腔^和函数9 = — /的胞腔 ^- A 
在 S 15 已有所定义， 



我们来研究关联系数和 
[ a n ~ x+1 : ^ n - A ] 之间的 关系. 

考虑胞腔< G 为胞腔的标号）和 数 


[< : a ^ 1 } 按定义，是映 射的： 对- 1 


— S 》- 1 的映射度 : 其中 st 1 


= d{^) ( 0(1 


胞腔 < 的边缘 )； 掉为特征映射如纟 — f< X ~ l 在其边缘加纟上的限制）和 

商复形 = M St 1 到其第 J 个因子 的- 1 投射的复合（参看图 86). 

所得到的这个数与球面 S ” = daf 和胞腔 $ _ A + i 的相交数（参看[1]，卷 
H , §1 S )( 见图 S 7) 



图明 图87 


可清楚看出，球面 st 1 与胞腔 ? r A +1 的相交数等于球面对 _1 与球面 
5 ；- A = da ^ 1 的环绕系数（我们在这里略去了特征映射的记号).^们以 
w { sl - x ^- x ) 表示这个环绕数.因此我们证明了 [4 : = wis ^- s^y 

完全类似地得到:町1 = wiS ^ S ^- 1 ). 比较最后面的这两个公式, 
最终得到 K 与 K 的对偶，即 [( J A : ^ 1 ] = 士[俨- H :俨- A l . 

因此对偶算子 D . K ^ K 具有这样的性质，即胞腔#与 a^~ k = D ( a ^) 
只相交于一个内点，并在此横截（对于定向流形 M ", 在所选取的胞腔的定向下, 
这个相交数为 +1). 其余的胞腔偶对一般来说不相交 . 这些胞腔构成了整系数 
(或其他）链群 Ca ( K ) 和 C ^ K ) 的基.于是在链群之间建立了非退化的双线性 
纯量积 ad , 称其为“相交 数”： 如果 a e C x ( K ), b ^ C n _ A (元) T 则 

<7^ o Da^ :5 iq ，aob = Y ^ 吨« ° # _ 勹 

I ■ 

l，J 

(在非定向情形按 mod 2 计 算)； 这里 
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l & a ^ Cx ( K ) } b € C Tl - x - i { Ky } 因为 k : a ^- l ]= [ Da ^ : . D ^ 1 ], 故由此证 


明了伴随 性质: 


( da ) ob = a ^ db . 


于是复形 { C { K ), d ) 与复形 ( C ( K ) t d ) 相伴随.从而得到 
定理1成立典则的“庞加莱对偶同 构”： 

H k ( M n )^ H n - k ( M n ), 

其中为闭的定向光滑流形+特别对贝蒂数有 

~ ^ n—k 

(即 迅和 H n _ k 的秩相等).在互为补维的同调群迅与 H n — k 之间有一个非 
退化的（对于整系数同调为幺模的） 双线性 形式，并称这个形式为“闭链的相交 
数' 

如果 n = 2卜则 n-k = k y 从而得到了 H k ( M ) 上的非退化形式： 

_ 

a 。 b = (— l) k b o a . 

证明 定理的证明立即由前面的结论和一个补充的注解得到；这个注解是 
说，这两个复形 K 和反 都同伦等价于 M n , 从而根据§5的结果，它们具有相同 
同调和上同调群， 口 

例1对任意定向连通流形有丑 0 = Z = H n ( M n ). 对非定向流形有 
H Q { M n , Z ) = Z (总是如此)，但 =0. 在模2下有 H 0 ( A /"; Z 2 ) = Z 2 = 

H n ( M n ; U ). 

例 2 设 n = 2, 且 M 2 可定向.群 ifi ( M 2 ; Z ) 有非退化反称 形式： 相交数. 
由于它的维数为偶数并有标准的闭链基 ，… ，化, 卜，…其中 

ai o aj = hi o bj = 0, o bj — Sij . 

群 ^( M 2 ; Z ) 没有扰元，而且闭链 句选取 为整值闭链. 

例3设 M 2 = RP 2 (非定向群 H !{ RP 2 ; Z 2 ) = Z 2 只具- 个生成元 t ( 即 
射影直线 RP 1 C RP 2 ). 由在群 i / i ( M 2 ; Z 2 ) 上的非退化形式 a o *( mod 2) 得到 

x o x — l ( mod 2). 

例4设 AP 为定向+在流形 x M n 中有对角线闭链 A = ( x , x),A G 
H n ( M n xM tt ) -相交数 AoA 等于欧拉示性数,这是因为数 AoA 等于向量场奇点 



• 168 * 


第二韋光滑函数的临界点和上同调 


指标的和（参看[1]，卷 I ，§15 )i 在群 

qJrl=h 

中存在基闭链 a ® %其中 {4 为群 Ih ( M n ) 的基在这里的相交数为 

(Zi @ Zj) 0 ® zl) — (Zi ® z f k )(zj @ z[)\ 

它仅在 dim^i 4- — n , dim^j + dirn ^； = n 时非零（请验证!) . 

习题 1 设有映射/ : M - ^ 和所有九，：迅 ( M ' R ) — H k ( M n ; W ). 
计算 ikT x 上的相交数 A 。 A 。 其中 A / = 为其图像 + 证明莱 

夫谢茨公式 A 。 A / 二 f ； (对于非定向流形需要将 R 换为 Z 2 ) .数 

A 。 A / 给出了映射/ 动点（带符号）的个数（参看[1]，卷 I , §15). 

提示.先考虑最简单的情形：= S n , M n = = RP ^\ M n - Ml 

特别，如果/同编于到一个点的映射情形，这时有 JV * = 0, > 0,而/ 0 ，*为恒 
同映射.在这种情形下 A 。 ~ = 1 = trf 0 j ^ 它与[1] 7 卷 II , 的结果相同 ■ 

习题2证明由上同调的乘积可给出在上同调群中的庞加莱对偶.确切地, 
这意味着公式 

㈣ ， [ M n ]) = ( a 7 h ) 

为非退化，其中 Cl e H q ( M n ),b e H n ^{ M n ) y 系数在域中 ， 如果问题是关于整系 
数的同调和上同调弋 Z ) 7 其中出现了挠元，则这里的庞加莱对 
偶可用“交运算”（见 §7) 方便地写成 

Da = a H [ A / n ], ⑴ 

其中 a e 沪(财勹芯)，而 an [ M n ] E H TL _ k ( M n ; Z )- 对系数在域中的情形，则由 
于公式 

(( an [ M n ]), b ) = ( ab , ⑵ 

公式 （1) 的关于 n g 和的相互伴随性并没有给出任何新的东西. 

习题3设 M 其中 M 和 K 为有限胞腔复形 ， ikf \ K 为开的定向光 
滑流形.证明等式 

Hi ( M , K ; Z ) ^ Ih [ M / K ] Z ) ^ (M \ K , Z),i > 0, 

//'( M , K ; Z ) = H \ MfK 调三 H n ^( M \ K : Z ). i >0 

(莱夫谢茨对偶). 分析特殊情形丨 = 0. 
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习题 4 设 C S n (m < n ) 为有限胞腔复形在球面中的嵌入. 
证明等式 

H \ K m r £)^ H Tl _ i _ 1 ( S n \ K m , Z ), i >0 

(亚历山大 ( Alexander ) 对 偶). 分析特殊情况 i = 0- 

习题5设为光滑紧闭流形 = 1^尜7\为 H k 作为群分解 
为自由阿贝尔群瓜和有限阶阿贝尔群凡的直和了于是成立下面的同构：办& 

R^-k'Tk = T n _ k -ii 

注对任意有限胞腔复形满足关系 
我们记得，称下面的交错和 

f (- l )% = X ( M n ) 

t=0 

为欧拉示性数，其中 n 二 dimM^A = 为流形 M 7 * 的贝蒂数 

(mod2). 由鹿加莱对偶我们（对闭流形）得到 ft = i^-i ： 于是对竒维流形 M 2 ^ 1 
有 

2*+1 

X ( M 2k+1 ) = ^(-L)V^=0 

i =0 

(对 定向流形可用对群 G = R 的贝蒂数得到上面等式). 

I 

§19. 光滑函数的临界点和柳斯捷尔尼克-施尼雷尔曼畴数 

如果/为莫尔斯函数，即其临界点在流形 Af 上为非退化，于是函数/的临 
界点的个数有下界 

我们在 §16 已经知道了这个结果，其中的抑为指数为&的临界点数 , h 为贝蒂 
数： b k = d \ mH k { M ; G),G = R 或 G = Z 2 ( 或 l v ' V 为奇数)譬如，在 < 型的 
任意二维曲面上、莫尔斯函数有不少于办+2个临界点，但是，如果我们想要对 
任意光滑函数/去估计临界点个数的下界，其中的/不必要是莫尔斯函数.则 
情形相当复杂.如最简单的例子所显示的，非退化奇点个数会相当地小.就像以 
前所知，函数/在光滑函数空间中的形变下，非退化奇点会相互融合在一起组 
成退化奇点.这种相互融合减少了临界点的数目. 当 莫尔斯函数在上至少 
有如 + 2个临界点时，在任意上也存在光滑函数，它具有三个临界点，其中 
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一个是退化的（其在进行扰动时分解为 2, r ? 个非退化临界点)，另外两个点中一个 
是极小，一个是极大+既便/不是莫尔斯函数的 情形， 不等式> I ： &仍然 

(h) (k) 

有效（见 §16)； 但是现在的辦不再具有在非退化情形时的那种意义了（即为非 
退化奇点的指数).现在的数糾描述了临界点的“复杂度”，它再也不与个数直 
接相关了.另外，如同以前所指出的那样，不是每个临界点都与分岔点有关（参 
看上面的 §16), 故而这类的不等式在某些退化奇点情形并不加以 

( fc ) ( k ) 

考虑.那么，这些不等式不能对在所给流形 M " 上的任意光滑函数/的奇点数 
目导出其下限的估值.然而存在流形 A / n 的一个拓扑不变量（称做柳斯捷尔尼 
克-施尼雷尔更 ( JIioc m epHiijc — IIlHape jilm & h ) 畴教)，记为 它给出了 

函数/的临界点个数的下界估计 . 我们来进行对此不变量的描述+ 

设 X 为（豪斯多夫 （ Hausdorff )) 拓扑空间，4 C X 为义的任一闭子集 ■ 

定义1如果存在 Jt 个 X 的闭子集^^,...，為^满足 

k 

^= u 

id 

使得每个子集卑在 x 中收缩为一个点，我们则称具有这个性质的最小的 

数允为闭子集4对于空间 X 的畴数，记为 cAtx ( A ). 

注定义中没有假定子集 { A ,} 为连通.为简便起见，我们假定 X 为连通. 
如果 A = X 则定义 catx ( X ) - cat ( X ). 称这个数为叉的柳斯捷尔尼克-施尼 
雷尔曼畴数.畴数 cat x (A) 可取值1， 2 , 3 . 


我们计算并证明 catx(A) 的基本性质+ 

引理 1 如果则 cat x (4) 

证明 设即存在闭子集使得 

<1 

B — [J B it 

i=l 

且每个氏在 X 中收缩为一点.考虑闭子集 A = 战,1 +那么显然有 

Q 

A = [J A t 
1 

而且每个 A 在 X 中收缩为一点.因此 cat x ⑷ ^q = catx (^), 这即是所要证 
明的. 口 


引理 2 设 4 和 S 为 X 的两个任意的闭子集 * 于是 cst x (A US) < 

catx(j4) + catjt(S)* 
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证明设 

k v 

A =\^J Ai, B — , 

i = l ji = l 


于是 

， p+fc 

AUB= [jC a , 

Q =1 

其中 Ca = l ^ a K k;C„ ^ Ba-k^k-hl 4 a S k+p . 因为义 和岛在 X 中 
收缩为点，则 CW 也收缩到点，从而 catx(C) < k + p = cat^ ⑷ + cat x ⑼.引理 
得证 . □ 

引理3设 AcS 为 X 中两个闭子集，则 


cs.tx{B \ 4) > catx(^) — catx(^), 

其中 W \ A 表示丑\ 3在 X 中的闭包+ 

证明因为 S = 4 U (百所以由引理2得到 


ca,tx(B) < catjff^) 4- catx(B \ A). 

引理得证， □ 

引理4 设4 C S 为 X 中两个闭子集,并设子集 Z ? 连续形变到子集4中 
(即存在嵌入映射 i，B — X 的同伦的，使得 w . B — X 满足 w (£0 G X ).于 
是 catx (^) ^ catx ( B )^ (子集 p ]( B ) C X 可能不同胚于 /?)■ 

证明设 c ^ tx ( A ) = k , 考虑覆盖 

k 

A ^ \^J Ai, 

i=l 

其中所有為在 X 中收缩为点.因为 C A 故 ^i(S) C ,4, 故可考察 
Rj — v?i(S) n 1 € j 由于引理的条件，存在连续映射 a : i(B) ip\(B), 

其中子集 i ( B ) 同胚于 S ■设玛= a ~ l ( Rj ), 显然 

k 

B = (J B,. 

j=i 

另外,将同伦心应用到巧上,我们在 x 中将玛形变到子集 ^ i (^) =尽 c 七， 
即氏在 X 中收缩 为点； 于是每个巧在 X 中收缩 为点； 从而 cat ^( B ) S A ： (见 
图 88). 引理得证. 口 
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引理 5设 A C 1 A 为紧集，；(:为流形.于是存在£ > 0,使得 = 
cMx ( A ), 这里以 C /^4 表示子集 .4 c X 的闭邻域 1 数 e 依赖于 A 

证明因为 Z C U £ A, 于是由引理1得到 catjiM S c?it A (U E A). 我们来证 
明相反的不等式.设 c ^ t x ( A )= k , A = U A l 7 其中每个 ，人在 X 中收缩为点. 

因为 X 为流形，那么显然存在£ > 0^ U € Ai 跟随着 A 在 X 中收缩到点 

因为 U € A^ U 故 c^t x (U £ A) Kk^c^txiA). 引理证完 + □ 

i=\ 

注如果 X 不是流形则引理5不再成立（参看图即） 



图 8 S 


图89 


引理 6 假设久为流形.设 A.BJn = 1,2,-- } % X 中的闭子集，并 
且4 B n , 即当 n — oc 时 p { A , B n ) ^ 0 ; 其中假定了 X 为度量空间, 

p ( C y D ) = sup ( inf 0 ( 1 ，发))+ sup ( inf p (: r ， 从 )); 从）为 X 中两个点之间的 距离. 

x^C y^ D y^.D 

假定 cat ^ fSn ) > fc , 于是 catx { A ) ^ k . 

证明由引理 5, 存在 e > 0 使得 c ^ t x { U , A ) - catx ( A ). 因为外4, B n ) — 0, 
故存在序号#使得当 n > 7 V 时心 c U [ A . 于是 fc € ^ t x ( B n ) ^ c ^ t x ( U £ A ) = 
cM x { A ). 引理 得证， □ 

定理 1 设为光滑紧连通闭流形，上的光滑函数.于是有 
不等式 A > 其中&为函数/的不同临界点的个数，(特别，可以等于 

无穷大 .) 

事实上，定理对于函数/的分岔点也是正确的，即 p > cat ( M Ti ), 其中 p 等 
于函数/的不同的分岔点的个数.我们首先讨论一种存在于函数/的临界点集 
的畴数的行为和上某个双线性形式的特征值的行为之间的相似性. 

考虑球面 W - 1 在 ^( x 1 , ■■- , x n ) 中的标准嵌入，即^ 1 - 1 = {x ^ R n ;| x | = 
IK 设 Sfxj ) 为 IR 11 上的一个对称的双线性实形式.考察由公式/(均 二 B ( x . x ), 
㈨ = 1 给出的在球面 S 71 ^ 1 上相关联的光滑函数 f { x ). 我们来找出函数/的 
所有临界点 1 设 z G n ( S ^): 考虑函数/的导数_ :这是在 

ud x 
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点； T 沿方向 d 的导数.设 x(t) 为球面 5— 1 上一条任意的光滑曲线，使得 

| 

x (0) ^ x 7 x (0) = a . 于是 




- X ，盖刪 ㈣ ))L = 盖 ㈣ )』 (£) 〉L 


其中以 S : ST — 代表了形式 S 所相伴的对称算子（对于欧氏内积 U 而 
言 ).从而 


da x 


^⑴， x ⑴ ) 1 





{Bx ) x) + {Bx } x) = 2{Bx^ a). 


于是，点利 e n f 的临界点当且仅当对任意向量 & e 有 

(J3x 0; a) =0, 这个条件等价于下面的论述：向量此0垂直于 T 面 T Xo ( S n ^), SP 

Bxq = Xxq ^ 其中 A 为实数. 

设^ …为形式 B 的特征向量， Ao, - ,A n _! 分别为它们对应 
的特征值.由于算子 G 的对称性 5 所有的向量… H 两两正交（不妨 
设它们为单位长) ； 而 Ao.A!, -■ ,A n _! 为实数.我们记得有 f(e a ) = {Be Qy e a )^ 
{\ x e aj e n ) = X a (e a ,e (X ) = X C[ . 我们假定数八（和向量按人小排序，即、€ 

入1 € …< A n -1- 

考虑球面中的所有丨维赤道史，即的以 i + 1维平面相截的 
截影，这些平面通过了坐标原点.我们以从代表所有这些“赤道”的集合 （BP 
Mi = {^}).固定任意一个赤道# c W - 1 并考虑由二次型理论己 

完全了解有等 式〜二 $假设读者已自己证明了这 

个等式 .） 可清楚看出，引进的公式与己固定的排序 、（入1 < ■ ■ ■ < K-i 
一致.我们还注意到，群 SO{n) 在每 个类％ 上作用，并是可迁的（任意的赤道 
妒可由一个固定的赤道珣通过某个旋转 P e SO(n) 得到). 

命题1函数/ ㈡ ）=在球面 5 n 1 上的不同临界点的个数不小于 
类 { Mi } 的个数，即2队 


证明如果形式 S 的所有特征值 {A a } 各不相同，则函数/的临界点恰好 
是点 {= be a } (即向 量士& 的端点，0 ^ a ^ n- 1). 因为这样的点的个数等于 
2n ， 故 n 等于类 {A/i},0 ^ i^n l 的个数.如果找到那样的指标对 i J , 但 
^ - A J5 则球面史- 〖 完全由函数/的退化临界点构成，并且因为这些点是个连 
续体，故所要的论断成立. □ 


注因为函数/⑻ = {Bx,x} 对于反射 x -X 不变，故/(岣在射—空 
间 RP n ~ l 诱导了商函数 /(x); 对子函数/有上面命题的一个变形：函数/在 
RP n ~ l 上的不同临界点的个数不小于类 { Mi } 的个数，即 n- 
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在这些先前所做的注解之后，我们转向研究在任意的光滑紧闭流形上 
的光滑函数/的临界点+我们作变换把问题转换到上面所讲述的构造. 

把球面 W 换成流形形式 B { x , x ) 换成任意的光滑函数 f ( x )，z e 把 
保持每个类抓（见前面）的旋转 P G SO ( n ) 换为考虑连续的同伦，我们将证明 
某些类似于类邮的闭于集类在它的作用下 不变； 把形式忑的特征值 A t 换为 
考虑它们的某种类比 T 它由闭子集类构造.现在来详细阐述. 

设为光滑紧连通闭流形.以表示所有闭子集 XCM ^ 的类，使得 
cat M ( X ) 显然 ， Mi 3 岣 +1 .以 0 ( M n ) 表示流形 M ” 中所有闭于集的空间 - 
空间 0( M n ), 引进度量 

p (^, y ) = sup(inf + sup(inf 

xGX V^ Y y^Y 疋 CX 

而成为度量 空间， 其中 p 为上的距离.我们说 V = tim 是说 lim p ( Y , 

p—^oc p—^CC 

x p ) = 0 S 其中 Y , x p e 9. 

引理 7 每个子集类恥 C 9 ( M n ) 在极限运算 lkn 下和对于流形 M 中子 
集的同伦下（即包含映射的冋伦）封闭. 

证明 设 e Mi\p = l ,2,3, +，sX 二 ^ i (按类 M 

的定义).要证明 catj ^.( X ) ^ L 这直接由引 i 6 得到.另外，设 X e M U Y = 
C M n 为于集，它由连续形变列 ： X — 从义 得到.因为 cat MTi ( X )^^ 
则由引理4知 cat ^( y ) ^ IP F € 满足了引理的论断.引理得证. 口 

因此 M 为 9 ( M n ) 中的闭于集. 

设固定一个类 M & 并设 X e 肌.考虑\ ^ 这样定义的 

数&再一次给出由二次型的定理（见前面）的相应 

以 iV 表示 JkT 的 畴数： cat ( M ") = N . 显然 ， iV < oo . 由类吨的定义知 7 
0 = Mo = Mi 3 A / 2 3 ■ ■ ■ D M n . 这里的 0 = {X e e ； caX M ^( X ) ^ 0}; 

自然，对任意 X e O 有 catM -(^) >0. M 0 与邮相等也是显 见的； 特别， 
W 类心 包含了 M ". 子集链在 Mat 处中止. 

流形上的每个光滑函数定义了函数组 foJu - jN , 其中的/,(0 S 
i ^ N ) 由公式 fi ( X ) - 其中 X e Mi 定义为集合吨上的一个函 

数.于是人=因为恥3 M i +1 , 则随4增大数 A , 只能增大: 

A 0 = Ai ^ ^ - ^ Ajv , 其中的# = cat ( M n ). 因为类 Mi c G 对于极限运算 

封闭（见引理 7 )，则在每个 M ,(0 ^ i < N ) 中存在 元素对 使得 M 对）= V 换 
句话 说，# 为中那样的闭子集，使= maxf ( x ). 
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引理8考虑水平曲面- {xe - K }^ 于是在曲面 / A t 上至少 

存在函数/的一个临界点. 

证明设若相反，在曲面\没有函数/的临界点.考虑类 M ， 并设；^ € 
恥为中的闭子集，使得 max n (/( aO ) = \ T 即 乃 (#) =入，由 X ?的闭性， 

存在点< e 使得 /«) = A t ，即4 6因为按假设条件， grad /( x ) ^ 6 
对任意 xefx 成立，故而（由的紧性）存在曲面沿着向量场 (- gr ^ d /) 
的积分轨线的充分小的形变（我们假定在上己给出了一个黎曼度 量〉， 使此 
形变在函数/的值小于\的区域中（见图 90). 



图90 


因为为紧光滑流形 T 故存在自身的光滑同痕 7 它在夹层 A , - ^ ^ 
f ( x ) ^ Xi 的小邻域外为 恒同， 并将 {/ =人}变为 {/ =入 - 设对为子 
集 X t 9 在这个形变下的像.因 为”由 X ?经在 JVP 中的同伦得到，故由引理知 
a ^ tM -( Xf ) ^ caW «) (事实上等号成立1因此, cat M n ( XP ) X 即对 e 私+ 
由此得到 sup f ( x ) ^ \ < Xi , 而这意味着 inf ( supf ( x )) < sup f ( x ) ^ 

入按入的定义，这是不可能的.引理得证. 口 


引理9假设\ = 久 i +p , 其中 p > 0. 以 S 表示在水平曲面= {/ — AJ 
上函数/的临界点集合.于是有 catA ^( S ) ^ p+L 


注在我们进行这个引理的证明之前，留意一下函数 { Bx , x ) 在球面，- 1 上 
临界点的类似行为：如杲= A l + P ， 则椭球形式万是绕特征方向 eww 、 


c ^ p 的旋转 椭球； 它给出了函数/的临界点集, 
显然同胚于球面价. 

证明因为 S 为闭，故存在 e > 0使得 
catji/wf^) = cat a/ti ((7^5) (见引理 5). 设若相 
反： catM »(>^) ^ 考虑类的链城：> M i+ i 3 

… D 财叫.设 Xf +p e M i + P 为闭子集，使 
sup f ( x ) = Xi^. p = Xi ^ 再考虑闭集 X 0 ， 

^ P \ W +P ^ UeS ) (见图 91). 
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于是 

catAf "( X 0 ) 為 _ cat Af ^(^ iV ;J H U £ S ) 

^ cat ； M « +P ) "- catM ^(^5) 

= catM " d 0 +J? ) — catM ^(^) 

^ i+p — p = i . 

因此 ， cat M u ( X °) > i : 即 X u e Mo 又， 

Ai = Ax-|-p — sup f {^) ^ sup f (^?) ^ = A^_(_j3 = sup f 

似％ 似 0 奸吧 p 

故而证明了 su P f(X) 二入 i, 于是可以认为集合 X 0 是类恥中的一个紧子集 

x ^ X ° 

X ?.另一方面，由 X 。的构造得到 Xf n 5 - 0 (其中 X u = Xf ). 由引理 S 知 
X "至少应该包含一个临界点 x^S (即在曲面上)，故得出矛盾，从而证明 
了引理. 口 

定理1的证明设 f ( x ) 为紧光滑流形上的光滑函数.想要证明函数 
/的不同临界点的个数不小于 cat ( A /»). 我们考虑集合类 的链： 9 = 

M 2 u M Nr N = cat ( M n ). 先研究 A 0 = A l < A , < - < A . v , 即在 i # j 时 
Xi ^ X 3 的情形，其中 1 < N . 于是甶引理 8, 在每个水平面 f K ,l 

上 7 至少存在一个函数/⑻的临界点；因而（由于各曲面 A , 的临界点互不相 
同，1 4 S iV ), 那么不同的临界点个数不小于 iV = cat ( M n ), 因此由于夂 
的假定 U < t J 定理在这种情形下得证- 

现在考虑一般 情形： 设在 { Xi } 中有重合的数，譬如人= A ^ p . 那么在曲面 
f Xi = h^p 上到底可以选出多少个不同的临界点？由引理9知道有 cat M n ( S ) > 

p+l 

p \ l 故在 s 上至少可以选出 p + i 个不同的临界点 y 义，其中的每个 

在 JkT 1 上都收缩为一 个点； 只须在每个上选一个点够了).于是“单 
重”的值 Ap (即是 A ^_! <\j < X J +1 那样的 Aj ) 至少给出了一个临界点，而每 
个、+ 1) 重 77 值 h (即 A,_l <、亡 X i+ i =…= A i+P < A t + p + i ) 便至少贡献 
出了 b + 1) 个临界点，定理的一般情形得证. 口 

从这个证明中可清楚看出，对于 A /〃 上光滑函数的分岔点也成立类似的论 
断，对证明细节的讨论，我们留给读者. 

转而研究具体的例题.第一个应该研究的问题是，是否上面得到的估计是最 
好的（在一般情形中) T 就是说，是否存在这样的函数/和这样的流形 M ' 使它 
的临界点数正好等于 cat ( M ^), 最简单的例子已表明这样的偶对 { M n J ) 存在. 

命题2设 M 2 为二维光滑紧闭流形 * 于是如果 M 2 同胚于巧则 cat ( M s ) 
= 2, 如果 不同胚于球面则 cat ( M ^) - 3. 
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证明 如果同胚于球面则结论显然正确.现设 与妒 不同胚，考虑 
的彤如 ^ U ( 的胞腔 剖分， 即圆束々圯附加了一个二维胞腔^ 

我们以 U £ ( VS ^) 表示 V 圮在流形 M 2 中的充分小邻域,并设#二 M ^\ U e ( VS ^) 
为闭圆盘（见图 92), ' 

表示为三个闭子集的如 下并： M 2 = A , UA 2 UA ^ 其中 A =以（在其 
内收缩为一个点)，而 A 和 A 为图93所示.这里的= Uei ^/ S ^) n W v { a n ), 
其中 W ^) 为在以点/为中心的半径为 r / 的圆盘（假定数 v 充分小 )； = 

ujysu\A 2 . 

ir 清楚看出，在其自身中收缩为一点，而在其自身收缩为^个点组， 
因而在中收缩为一点.因此命题得证. 口 




容易验证 7 如果 C at ( A /， = 2 , 则同胚于球面. 

现在考虑 M 2 上的光滑函数 /. 对于球面史，其标准高度函数正好有两个 
临界点，它等于球面的畴数.如果 A / 2 不同胚于球面，则 x £ 如前面所证的，在 A / 2 
存在光滑函数/,它具有三个临界点，这个数等于畴因此，我们证 
明了可以达到下界 cat ( M 2 ). 

cat ( Af ^) 的计算是个不平凡的问题，要给出这个不变量的准确计算极其困 
难.得出 ca t ( M -) 的上界估值一般来说，对于具体的流形不 算难： 只要给出 

任意一个具体的可缩的覆盖 = \J Ai 即可， 要得到 cat ( Af -) 的下界估值是 

更为复杂的问题.现在我们给出一 c ^ t { M n ) 下界估值的方法. 

考虑上同调环 H*(M n ;Z) (对于环 H*(M n ， Z p ), 所有下文中的构造可逐宇 
逐句地重复).如杲数是具下面性质的所有 p 中的最大的一个,则称此数为 
“流形 AT 1 的上同调 长”； 这个性质是：存在元素 ％ e 使得 

乘积 m . 叫在中非零.这里所说的“乘积”我们理解为上同 

调环中通常的乘积. 

命题 3成立不等式： c ^ t ( M n ) ^k + 1, 其中 A 为的上同调长. 
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证明 设 D : H k { M n - Z ) ^ 为庞加莱对偶， 它 建立了上面这 

两个群之间的同构.我们记得：如果为两个上链， a ^0 为它们 
在环 H *( M n , Z ) 中的积 ，则 D(a /3) - D ( a ) n D (/3), 这里 D ( a ) n D ( p ) 表示闭 
链和 D { p ) 的交（交运算对偶于上同调乘积为了清晰地描述，可以把闭 
链 7i = DM 和％ = D ⑼ 表现为中的子流形（或带竒点的子流形闭链 
7in 72 可以作为这两个子流形的交（把 它们 化到一般位置之后，见图94)，考虑 

中的长 A : 的乘积⑴吻 . a fc # 0 ,并设 7i = D { ai ) A < i ^ k . 于是 

D(ai a 2 .»*) — 7 ^ 7 ^- * + n % = j ， 其中闭链 7 不同调于 0 ( 记住£»为同构) ■ 

现在假定 cat ( M ^) ^ k . 这表明，存在那样的闭子集 A ir - , A,{ S ^ fc ) C M ' 

使得 = Cj 并且每个耒在 A /" 中收缩为一个点.不失一 般性； 可设 

i=l 

M 71 = U 其中所有 A 都收缩为点 . 这只要将九(如 s < / 0 取 

为任意， 4 个 / UT 屮的点就可以了.进而可设 s 我们把每个闭链 

7^.(1 < i < k ) 与子集儿相对应.因为 A 在 M " 中收缩为点，故乩 ( A /' Z ) 被 
嵌入到幻中（其中 ^> 0 ). 


我们由此得到，每个％同调于 孓 c JVf \ A， 1 < 
i<k (即这里的％可能会与子集 Ai CM 相连).然 

而在这神情形中 ， n % —方面同调于= 7 ,另一 

c=l 

方面， fl 7 iC f ]( M \ A i )^ M \( l ) 4), 并且由于 

^；=1 t = I 

M =( jA i 7 故其为空集.这表明 7 同调于零 ； 与定 
理的盖彳¥相矛盾.证完. 口 





我们来应用这个所证的命题去计算 cat ( M -), 例如，如果二维紧闭流形 A/ 2 
不同胚于球面，则 cat ( A / 2 ) > 3. 其证明立即由已经知道的关于 F ( M 2 ; Z ) 和 

的结构的信息得到. 

我们将证明 cat ( RP n ) = n + L 首先得出上界的 估值： catfRP 71 ) < ^ f 1. 
考虑标准分解 RP - = U 次，其中 4 为开的 n 维圆盘 7 定义为冯= 

i=l 

{ X ( x \-^ , x \ + 0 ). 其中 {^ a } 有 1 S ct S n + 1 为 RP 71 上的 

齐次坐标（参看[】]，卷圮 § 2 ). 因为集合{^}为 RP n 的开覆盖，故而在每个 4 
可内接一个闭圆盘使其并如前面的 4 一样组成了 RP " 的覆盖（只需稍许 
小于圆盘 4 即可).因为每个 A 自身收缩为一点，故我们得到想要的上界- 
现在证明 cat ( RP n ) ^ n +1, 为此只要 UE 明 RP n 的上同调长（具系数群％) 
等于 n . 事实上， H ^( RP ^ Z 2 )^ Z 2 [ x l ]/( x ^ +1 ), 即这个上同调环同构于 A 的截 
尾多项式环 （ A 的次数为 1 ); 以 K + 1 ) 表示由元生成的理想，于是乘积 
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X ^= X ! . x^n 个因子）不为零. 因此， c ^ t { UP n ) - T 7 ,-h 1. 

我们将证明 cat ( T ^) = u + 1,其中： r n 为 n 维环面，因为 U ^ T 71 ^) = 

八 ( n , n ■ ■ , Xn ) 为一次生成元 X U l ^ i ^ U 的外代数 ； 则乘积 XI . 4不 

等于零； 从而有 ca t ( r ， ^ n + 1 - 再证明 cat ( r n ) ^ rz + I. 因为 T 71 = S l xT ^-\ 
故： T 1 可以表示为 r =(屮 V T n ~ L ) U 我们有一个一般性的论断：如果 
cat(X) 》 2, 则 cat(X V 5") = catX, 其中 X V 5 Tt 为球面 V 和任意一个道路 

连通的胞腔复形的 “ 束”. 事 实上设 cat(X) 二 k 从而 X 二 & 4 其中 每个戌 

在 X 中收缩为点.设抑为那个束的脃腔连 接点: 

将#表示为两个闭圆盘的并：# = D[ l U 其中 二 e 巧 m 孙牟 JT 2 l . 
考虑那个有邱 e 4 ln 的乂‘并令瓜=和 cv 一如；其中的如为任一 
个不同于^的某个固定指标，又氏 n = Ai 0 U D ^ B J0 = A j 0 VD ^. 我们还注意 
到有 A j0 n 风=0 (见图 95 )i 






因此， XvS n - Q Bi , 每个疚在 XVW 中收缩为点，因而 cat ( XvS n ) 


cat{X). 我们把下面量 1 一般的论断的证明作为练习题留给 读者： catfX V F) = 
max(cat(X),cat,(y)), 其中 X 和 K 为任意道路连通空间.公式 cat(X V 5") - 


catX (如果 eatX ^ 2) 是这个论断的特殊情形.转向 cat(T^) 的计算.我们有 
catfr 71 ) = cat ( ( T 71 - 1 U5 1 ) V cr^) ^ cat(T Tt - ! V 5 1 ) + 1. 因为 cat(r n — 1 V S 1 ) = 
cat(r n - 巧 和 cat(T 3 ) = 3 t 那么由归纳得到 cat(r^ +1 ) S + 1, 这即 所求， 

设 P :E — I 3 是纤维为 F 的在塞尔意义下的纤维丛，即满足覆叠同伦公理. 


命题 4 成立不 等式： cat (丑）< c ^ t E ( F ) ^ cat(B), 其中 F C 五为纤维丛 
P.：E ^ B 的纤维. 


证明所要的命题可作为更一般命题的特殊情形得到-这个一般性定 理是: 
设 y C S 为底空间 B 中的闭子集，而 p - 1 { Y )^ E 为其在丑中的完全逆像；于 
是成立不等式 cMEip -^ Y )) < cat s ( F ) + c ^ t D ( V ). 显然，令万= F T 我们便能得 
到所要的命题. 

先考虑 GEit b ( Y ) = 1的 情形. 应验证不等式 cat £ ( p _1 (^)} ^ cat 五 ( F ). 将 y 
在 B 中 缩为一 个点，则我们由覆叠同伦公理，可以用五中子集 p - yy ) 到纤维 
中的形变去覆叠 K 在 B 中的形变.于是由引理4得到 cakCpMlT )) ( cs , t E ( F ). 

I 
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这即为所求 T 

现在考虑一般情形：设 c^tn(Y) ; fc . 于是 y 二 Ah 其中每个 A 在 

^=1 

B 中收缩 为点. 令 y = 于是 Y ^ YU 其中 cat B (?) ^ 

1 

k — Lcat ^ fA ) = L 要求证明不等式 cat £：( p _1 (? U A )) ^ axt E ( F ) * cat £ (? U A )+ 
我们有 

caXE(p^ l (y U A )) = cat£ ； (p _ 1 (y) Up _1 { A )) ^ cat £ (p _ 1 (y)) + cat 五 ( p _1 (^4)), 

所要的不等式可由下面不等式 推出： 


cat£； {/> _1 (?}) + cats (^ -1 (A)) < cat^fF) ^ cat^(Y U ^4) = /c ■ cat£：(’)• 

因为 c ^ t E { p ~ l { A )) ^ cat ^( F ) (4 在 i ? 中收缩为一点)，于是只要证明更强的不 
等式 

cat £ ( p _1 ( y )) + cat £：(. F ) < cat £；( F ) ■ A ：、 


即 


_( 〆 (？)）< 吨⑻# — l ) 

就可以了.因为 cat B ( Y )^ k - h 那么这个不等式又可由更强的不等式 


cat fi (p _1 (?)) < ctit E {F) - cat B (Y) 


推出，但是由对 c ^ t n ( Y ) 进行归纳的归纳假定（其第一步归纳 cat J 3 ( y ) = l 己在 
甜 面检验过)，这后一个不等式是满足的.命题得证+ □ 

存在纤维丛 P : E I ?使不等式 cat (£?) ^ catji fF ) - cat ( i ?) 变为等式， 
例如，考虑霍普 夫丛 ： p ： S 3 ^ S 2 . 这时得到 2 = 1-2; 这是因为 cat (5 2 ) = 
2, cat (^) =2 7 cat ^ 3 (5 1 ) = 1 (纤 维# 在炉中收缩为一点 )■ 
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I 

在流形上光滑函数/的退化临界点的重要的是那个被称做“非退化临 
界流形”的情形.它 表示： a ) 方程 grad / = 0应给出一组光滑子流形 ㈣ C M n , 
维数分别为 b ) 另外要求在子流形的任意点处,微分 d 2 / 为秩是 n - a fc 
的二次型，即在的某个黎曼（正）度量下，在 m 对的法向量的线 
性空间中非退化. 

如果在流形上有李群作用 7 并且这个函数在这个群的变换下不变，则在此情 
下，这个函数便满足上述要求+另一个这种函数/的例子由在使流形降维的映 
射 M 上 M n i 下得到的，即如果#的秩为 n - g 时，对 M n ~^ 上的莫尔斯函 

数分⑻有 f { x ) = gi ^ pix )). 
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定义1 称形式屮/的负平方的个数 A 为连通临界流形％的指数（由丁 - 
d 2 f 在法平面上的非退化性，故 A 与％中的点无关). 


就像在本章§16中那样，临界流形的基本不变量（假定在一个水平面上只 
有一个连退的临界流形）是局部贝蒂数，即相对同调群的秩： 

h k { M a ^ M aj \^) \ W y )), 

其中 M a 为小于值的 区域： f ( x ) K 为在水平面 f ( x ) - ^上的临界流形. 

像在§16中那样，有 


^2 b k ( M a ^ M a ^) ^ b k ( M n ). 

J 


在非退化临界流形的情形中：如果知道了这些临界流形 K 0 的拓扑和它们的指 
数〜，则这些不等式仍然有效. 

定理1 a ) 成立等式 

h k {W 3 ) = b k+X3 {M aj ^Ma 2 -s} ( 1 ) 


(取 mod 2 贝蒂数). 

b ) 如果流形 定向， 并且临界流形单连通.则等式⑴对于实系数 
群 R 下的贝蒂数也成立. 

对于定理的证明，应该更清晰地表现出相应的临界流形 C 的拓扑 
图像.以 UiW ,) 表示流形 vto 的充分小的邻域：它微分同胚于法丛 

U(Wj) Wj, 

其纤维为圆盘其半径为 r (参看[11，卷圮 §7). 在每个纤维中，即在任意 
点 ; r e %的法平面〜中，二次型有维数 a 的正子空间祀和维数& 
的负子空间丑。，其中6 = A, ， a + 6 = n -七.我们有对的法空间的直和分解 

2 ^ R + ^ R - b = ^ = dim^-. 

在纤维为巧的丛的每个纤维中的零点为中心，半径为 e 的区域的并被记 
为而在以为纤维的丛中的记为 U ^{ W 3 ). 我们有自然的包含映射 

1/_(1 ^口户 (Wj) C U(Wj) C M n 

函数 / 在 U ~( Wj ) 上的限制在这个 C U -^ iW ,) 上有极大值，这里是作 
为零截影嵌入的（即在每个纤维取 0). 完全类似于本章§15的定 
理，证明了 
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引理1对子小的^>0,我们假设 [aj -6 t aj ^ J ] 中对应的水平面上除去 
Wj 外没有其他的临界点，则流形 M a .^ s 收缩到复形其中用 
了某个映射 P : dU ~ l { W 3 )^ M ai _ s 进行了附加. 

证明引理的证明重复了 §15的 讨论， 代替附加一个胞腔到指数为乂 
的孤立非退化临界点％上：在这里则是附加整个流形 U ~( Wj ) 到临界 流形％ 
上，其中按定义， U -\ W 3 ) 代表了胞腔的参数（参数为％中的点）族， 
其中\为临界流形的指数 .§15 的关于约化函数/ (局部地）为二次型的引 
理 1 T 对于§15的结果并不具有本质性.更重要的是，由于形式沪/的非退化性， 
从而形式 f /决定了函数/的水平曲面在临界点附近的拓扑 结构； 这是显而易 
见的.在所给的情形中，在％的整个法平面上形式的非退化性保证了函 
数/的水平面在区域 U ( Wj ) 中的全部拓扑性质完全类似于§15的情形. U 

边缘 du - iw ^ 是以球面 S 、] 为纤维的丛+这是依赖于参数的 胞腔# 
其边缘的族，其中的参数取遍％中所有点+以和为纤维的丛;7_ 
和 dU ~ 可能是非平凡的.如果底空间％为单 连通， 则这些丛是定向的（由于 
单连通性，％本身是定向的).就是说，这会在定理的 b ) 的证明中是有用的. 

注实际上可以在定理的叙述中把 b ) 的条件直接换成 mo 和 t / 〜 H %) 的 
定向性， 

我们来证明下面的论断， 

引理2设『(％)为以为纤维，为底的丛+对 ( U ~, dU ~) 的相对 
(上）同调有等式（系数群为心)： 

H^{U-,dU~) = H\W^ 
H Xj + q ( U -, dU -)= H q { W ,). 

如果 V -和％为定向，则等式⑵对 G = 逆也成立. 

证明我们有庞加莱对偶的同构（参看 §18): 

1) Du : HHU -) 2 Ha 3+ Xj _ q { U ' dU —) (参看习题你 

2) Dw ' ^ (参看定理 的维数为 a 3 ， U - 的维 

数为 ctj H - Aj ). 

考虑复合 D 0 D W . 我们得到同构 

D V D W : H q { Wj )^ H x ^ q ( U ^, dU -)^ 


因为 H ^ U - )^ 故引理得证 ■ 


□ 
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由§5的定理4,我们得到0切除定理'或“商定理”） 

♦ 

^(M aj = H v (U-,dU~). 

因为 H 从 M aj + s ， A ^- s ) 二 KU -， dU _) 7 由引理1,2得到定理的证明. □ 

例 1设给出了 R 3 中绕^-轴的旋转曲面对 2 ,/为其髙度函数 （ M 2 的坐 
标4临界流形 Wj 为圆义其中七=1，数\或零（局部极小）或1 (局部极 
大 L 也可能是孤立的临界点（局部极小或极大)，这发生在2轴上， 

例 2考虑底为球面 W 的下列纤维丛（参看 [1], 卷 I ， §24): 

1) SO ( n + l }-^^ (纤维为 SO ( n ))- 

2) U ( n ) S 2n ~ l (纤维为 U ( n - l )); 

3) Sp { n ) S ^- 1 (纤维为 Sp{n - 1)). 

在球面 s -, s 2 n -\ s An - 1 上选取函数 〆 4 使它有一个 极小邮 和一个极大 
^1，在丛 1),2),3) 的丛的空间上有函数 

/⑷ = 咖(工)). 

对/我们有两个临界流形叫,= 和呢 i = p -^ xr ), 指数 Ai = tt (或分 
别为 2 n - ],4 n - 1) 及 A 0 = 0 (极大).由定理]得到 

bj ( SO ( n ^ l ))^ b ^ iSOin )) + b ^ SOin )); 

bj ( U ( n )) ^ — 1)) + bj ( U(n — 1)); (3) 

bj ( Sp ( n )) ^ b 3 _ { 4n - i )( Sp(n - 1)) + bj ( Sp ( n - 1)). 

请验证，这里所有％和为定向（参看对上面定理证明的附注)，以及 
不等式 （3) 不仅对 G = %2 成立而且对 (7 = Z , ] R 也对_ 

习题 1证明当时对 SOh + 1) 不等式 （3) 为等式，当< 2 n - l 时 
对 U ( n ) 7 以及 j < 4 n — 1对 Sp ( n ) 也为等式 ■ 

从§7的更稍细的结果 得出， 对 f / 和办不等式 （3) 对所有：/均为等式.更 
难的是证明当 G 二 Z 2 时、对 SO 而言 （3) 总是等式，而对则当 n 为奇 
数时为等式. 

例 3考虑齐性黎曼空间 Af ' 其运动群为 A 其中= D / H . H 为点吻 
的平稳子群 T Hx ^ = x 0 ^ 

考虑函数 f { x ) = p ^ ix . xo ). 其中 p { x , x n ) 从点抑 到点 $ 的黎曼距离.显然, 
函数 f ( x ) 对子群 H 不变： f ( Hx ) = f ( x ). 
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习题2研究对 M " = 30(4 或 U(n).Sp(n) 的函数 /( z ) ^ p 2 {x,\) 的临 

界流形. 

提示.送里的度量是双边不变的，其运动群为 D = SO{n) x SO(n) : 

D . x ^ G IX 

函数 f { x ) 对于变换子群// = SO ( n ) = { g , g ) c D 不变，这是因为当邱二1时 
我们有 gx 0 g - 1 ^ . r () T 因此函数 p 2 ( x , I ) = f ( x ) 对于内自同构不变： f ( gxg -” = 

/⑻ ■ 


例4设 g 为李群， T.Q — GL ( n , m 为它的矩阵表示 T 特征表示定义为 
XTW - t . r { T ^^； Eg . 我们注意到， 特征饮 ㈤ =给出了另一个对于内自 
同构不变的函数： f ( gxg - l 、= f ( x 、. 

习题3研究对 Q = SO ( n )/( n ) 或 Sp { n ) 的函数 f (工) 的临界流形和它们 
的不可约表示.考虑 Q = SO (3), SO (4), SU (3). 对于群 SO (2), 所有非平凡的实 
不可约表示为2维并且有形状 


T n ( p ) = 
fn {^ p ) ^ 


( cos ( mp ) sm ( rup ) 
— sin(n^?) cos(n^p) 

Xt(v^) =2cos(nt^). 


在考虑例 3 和例 4 的问题时，首先分析对 SO { n ) M { n ), SU ( n ) 的内自同构 
群的轨道是有用的，对群 5^(3) 和群 SU {2) = Sp ( l ) 而言，情况是简单的. 

习题4证明上述内自同构群的所有轨道除中心外都是 f ( 对 50(3) 中心 
为1:对 SV {2) - Sp ( l ) 中心为（1， -1)). 经中心的轨道为单点 ■ 


对于群 U ( n ), 每个矩阵4 e U ( n ) 可以用内自同构4 — 9^9~\9 ^ U { n ) 
对角化.对于对角形矩阵，显然它们完全依赖于那呰重合的特征值的不同组，即 
带重数的重根的不同组. 

设矩阵被分解为 块状： 


A = 



Ai 


0 


0 


入2 



0 



0 



⑷ 
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其中 \ = exp(27r^j), ii Xj 出现了 /j 次 ，“ + + ， * + Ik = n . 

习题 5 证明形如 (4) 的矩阵 A 其轨道 fMiT 1 为 U(n)/{U(h)x^ xU(l k )). 

当所有特征值都不同时：一 A 2 #…我们得到了一般位置的轨道. 
在这种情况下 0( M ) = U ( l ) = 5 1 ,从而轨道具有形状 

U(n)/(U(1) x … x (7(1)) = U(n)/T n . 

因此，在这些例子中，我们得到 /具 连续对称性的函数：以群 Q 变换 
使函数/保持 不变： f ( gx ) = f ( x ) r 群的不同轨道相互不微分同胚；故而商空 
间 M 上 m / q 不是流形.尽管函数 f ( x ) 可以由 M / Q 上某个 函数# 作为 
f { x ) = ^( px ) 得到，然而因为这个空间 M / Q 不是流形，故而不能利用上 
莫尔斯型的不等式. 


例 5可由所谓的晶体群（参看 [1], 卷I， §20) 得到具离散群 Q 的这类有意 
思的例子，设凡为欧氏空间 R n 的运动群的连通分支的某个离散子群（对 
于 n 二 3即为晶体群).根据已知定理（参看[1]，卷I，§20)，在群 K 中存在正 
规子群 N ， 其具有有限指数，它由平移构成+群为 6’0(n> 对]^的半直积, 
其中的 C Gu 为平移群，它是正规子群，而 SO { n ) = GJW ^ (参看[1]，卷I， 
§4) + 离散子群 K cG n 和它的正规子群 iV C R' N = Kn JR- 决定了有限商群 
D k = K / N , 它代表了绕 ET 中不同点的所有的旋转，但要在 K 内.我们有紧流 
形： 环面 T n = W l / N , (N 为秩为 n 的自由阿贝尔群）并且有有限群 At 在环面 
T Tl 上的作用：分 e K 时 g { x ) = gxg ^ imodN ). 


上对于晶体群 K cG n 不变的任意函数/对应（同 ™ 个）可以看成是 
环而 P = M 7L /N ii 的函数，以 f { y),y G T n 表示 . 这时环而: T 71 卜 i 的函数 f ( y ) 
对于有限群的变换不变.现在我们到达了下面的 问题: 存在紧黎曼空间 
有限运动群 D : — AT 1 和上的莫尔斯函数，它对群 D 不变.对于所给 

出的情形，如何能正确决定出莫尔斯不等式？ 

引理3设 C A/ n 为 M n 中的流形,它由元素 deD . d ^ l 的所有不动 
点集的全部连通分支组成.将/限制在％上 T 如果点邱 e 为/在上 
的临界点，于是这个点也是/在整个上的临界点， 

证明 利用上的度量将 = gr ^ f ( x ) 看作上的 向量， 由度量 
对于运动群 D 的不变性得出 f 变换 d G D 把向量 ^( x ) = grad/fa:) 变成向量 
grsAf ( dx ) : ^ ^{ dx ). 如果 a; 6 IVd, 则 z 我们把向量 f(a：) 分解为和 

+ 其中6切于6垂直于显然，相反 7 如果& / 0, 

则 d {^ 2 ) ^ ^ 否则流形没有包含元素 deD 的不动点集合的所有连通分 
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支' 它可按向量6的方向扩张.于是向量= ii ^) = grad / Or ) 切于奸 V 引 
理得证. 口 

在研究具体流形和函数/时，对莫尔斯不等式的进一步改进则要 
求了解元素 deD 的不动点集合，以及对不同 d 的这些流形的相互关系，还有 
它们的同调群在中的嵌入同态.特别地，如果 lo 是兀素 d C D 的孤立不动 
点，则点刊是 伽在， 上的临界点. 

考虑一个元素1,我们得到了不动点的流形^ . 由对 W 的莫 
尔斯不等式，我们对/% = /一有 

我们还注意到，在^中临界点的指数与在 mb 中的可能不同.甚至当 D 
为由 d 生成的 m 阶循环群时，莫尔斯不等式还可以得到改进，这只要知道了包 
含关系 

W d <z W d ^ Q. ■ ■ ■ o M n = W dmt fT n = 1 


即可. 

在 D 二 Z 2 的特殊情形，元 d 一 1时 d 的不动点流形％的维数为 n - 1， 
并把 M n 分成两个微分同胚的部分 T M 71 = Mi U M 2 , 其中 0 M y — dM 2 = W d . 
元素的作用为 


d : Mi —► M2 > 

d : A/2 ~> , d = d 三 

dM \ 9M2 

考虑 (M,W) 的正合 序列： 

上 H q+ 1 {M^W) H q {W) ^ HJM !) 么 H q {M 1 } W)^. 


定义数 

b k ( M u W )= b k ( M 2 ) + TBJik ( H k ( M u W )/ lm ^). 

习 S 6 证明函数 / 在灿（包含 W ) 的指数为 A 的临界点的个数不小于 
b k ( M u W ). 

§21. 函数的临界点与道路空间 /? M 的拓扑 


在无穷维光滑流形上，莫尔斯理论和柳斯捷尔尼克-施尼雷尔曼理论 
之间有自然的类比.这种无穷维流形的一个例子是逐段光滑道路空间 
q ) y 它是在有限维流形 M 从点 p 到点 g 的道路的集合.在流形 M °° 上可以考 



§21. 函数的临界点与遒路空间 /3 M 的拓扑 
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虑函数 F (7)，7 e M °°. 称这样的函数为泛函.对于 F ( 7 ) 的“临界点”的概念是 
自明的 ， 然而“临界点的指数”则需要给出背景解释， 

我们将不在这里引进无限维流形的理论，而只局限 丁从点 P 到点 g 的道路 
空间 Q ( M , p , q ). 

设 e M 为两个固定的点， 7 ■■ [0 7 1] — M 为分段光滑的道路 ， 7 (0) = 
^,7(1) - Q , 即存在一个线段 [0,1] 的分割0 = h h <… < 4 = 1，使得 
7 ([ t ； J t t + i ])(0 为光滑映射，而在整个7上为连续*以 q ) 表示 

所有这些道路的集合 . 所考虑轨线7⑴， 7(0) 二 PMD - Q 的逐段光滑性（而非 
光滑性）原来在证明关于把空间 J ? 分解为 “ 胞腔”和的定理中有着技术上的好 
处,而这种分解类似于在有限情形中所进行的那种，对于每个点7 e Q { M t p , q ), 
我们有一个相关的无穷维线性空间它可以自然地作为在“点 ”7 G ^的 D 
的“切空间”. 

_ 

定义 1称沿道路 7 的所有分段光滑的向量场 v y v(0) = 0 7 v ( l ) = 0为 J ? 在 

点 7 的切空间 

设3为线段 （-sr) 的映射5 : {- e , e ) ^ O ( s > 0 充分小）使得7 = «(0), 
我们则称 S 为道路7在保持点不动的对于参数 u 的变差，其中 -e < w q 
于是存在剖分 Q = t 0 < h …= h 对十 of(u, t ) ― a(i*){^) 定义的 
在每个 g 间 t i + 1 上为到 M 的光滑函数（参看图 ％). 

因为对每个固定的 U (-E 我们得到分段光滑的道路 5( U )( f ) ，故 

可以将3看作在空间 D 巾的轨线（见图9 7 ).故可以考虑在点7 = 3⑼的轨 

线 a ( tt ) 的速度向量-按定义，令 r , 场 v = v ( t ) 是沿 7 (£)的分段 

光滑的向量场，从而（由切空间 T ^ Q 的^义）属于 r 7 f ?, 容易验证其逆：如果 
给出任意的场 r G T^n (即沿 7(0 的场则总存在轨线& a 使得 

^5(0,0- ^(0- 在变分法中通常记其为 


a(u ， y) 



图 96 


SI 97 


设 f (7) 为 P 上的实函数.考虑道路 1 e n 和场^ = <^7 ^ ^ - 我们 
假定导数 ^- F (^/}) Uo 存在在这个泛函 F (7) 的具体例子中 t 这个导数的 

存在性是显见的，我们注意到，上面所给的导数 ^- F ( a ( u )) 的定义恰恰是在有 
限维流形上的光滑函数的方向导数有限维的定义尚翻版.进一步按照这种相似 
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性，我们给出 F ( j ) 的临界道路+就是说，如果对道路 7 。的任意变差5⑻有 



5 ^y 


F ( a ( u ))\ u=0 ^ 0,则道路70 G P 便是 F( 7 ) 的临界道路 {:或 者说，变分导数 
= 0 等于零). 

现在我们感兴趣的只是0上具体的泛函，即道路的作用是 阶）= 



d^y 

dt 


2 


dt 和道路的长 L ( j ) 



1 


drf 

dt 


dt , 它们已在⑴，卷丨第 5 章中研 


究过/此时我们假设 M 为黎曼流形.在泛函 L 和芯之间存在后面的关系: 


同时要达到相等当且仅当 H 三常数 7 即参数 t (在 7 ⑴上）与弧长（自 
然参数）成比例. 

我们来回忆关于 g 函 L( 7 ) 和 E ( 7 ) 的变分导数的知识.设 a ( u ) 为道路7 

的变差; ^=^(0 = ^{0,t) 为变差 a ( u ) 的向量场 ( 沿今⑴ ) ;沖）为 7 ⑴在 t 
点的速度向量； a ⑴ -v^(7) 为轨线的加速度向量， A^(0 - Mt 。 一 j ( t -), 即速 
度向量在点 * 的跳跃 . 成立下面的定理（第一变分公式)：参看[11，卷【, §31. 


定理1成立 等式： 

—哪⑽ L = 0 —1>(心 々⑴〉 

⑷ 

其中 a ⑴为泛函五的变分导数，它是个光滑函数. 



由于道路7⑴的逐段光滑性，我们有：除去有限个〗值外对所有 （ 成立 
Ay ( t ) = 0 (那些有限个点是导数的间断点). 

像我们以前已经注意过的，由第一变分公式得出下面论断. 


定理2 70 为泛函瓦 (7) 的临界点当且仅当为测地线+ 

证明如果 7 o ( t ) 为测地线，则 △ 今⑴三 0;a ⑴^ 0,即 £ E ( a ( u ))] u ^ = 0, 

反之：设~^(^))|^0 =0对道路70 (t) 的任意变差 a(^) 成立-考虑沿 70(0 
的向量场 u(t) = g { t ) a ( t ), 其中函数 £r ⑴ > 0,同时〆 f) = 0兒在那些点6 e (0, 1], 
使因此， 

0 = • 盖瓦 ㈤) = - j (a(t),a(t))g(t}dt. 

即沿 7u ⑷有 = 0. 因为 4*) = V^(7o)^ 故表明在每个轨线的光滑区间上, 
70(*) 是测 地线， 我们现在选3⑻使 v ( ti ) = 于是 


o = * X 。 


=- y ^{ A 7{^), A 他》， 

iU ) 


即 A7{^) - 0对所有 i 成立，因此％⑴为光滑轨线（没有间断).定理得证. 
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现在回记对泛函 E 的第二变分公式（参看[1]，卷I, 

为两个向量场， 

考虑双参数的变差 ^ ： U x [0,1] — M , 其中 
U { ui ^ u 2 ) 为点（0,0) G 的 一 个开邻域 ； t € 

[0 7 l];a(0 ; CU ) =作);盒( 0 , 0 ，。 =汜1 ⑷，盖( 0 , 0 ，。 = 

^(0- 容易验证，对任意 i 对向量场^1,^ e 这样 
的变差存在（见图 98) 

对于泛函尻称表达式 

SE— = d2E f， U2 ) ) 图⑽ 

& U1 & U2 ttj =乜2=0 

为 五在 临界点 7oW e " 的黑塞 (Hesse ) 形式 ■ 这里的 a(u u u 2 )(t) = ot{u u u 2 ,t). 
成立下面的泛函£的第二变分公式（参看卷 I，§36} + 

定理3设70 e P 为测地线（即对五( 7 )的临界点)， ^( u u u 2 ) 为道路 to 的 

fifZ 

双参数变差，％ = ^-(0,0 ),^= 1,2. 于是 


§36) •设 vi , V2 ^ T^Q 



(0 


(0 


1 & 2 E(a) 

2 duidu 2 



- ㈣ ⑹: △(▽% MM )〉 


f 〈仍 ( 0 , ▽% ▽々/](*) + ^(7 o , ^ 1 ) 70 )^, 
•J 0 


其中 a ( v % ^ i (0)(#)-▽% M 广） 为导数⑴在它的间断点处的 
一个 跳跃; ^为曲率张 i. " 


前面己证明过测地线 70(0 没有非光滑点，故可限制到 7o (0 的变差 5上 
对它 v 1 ltlv 2 ( t ) 没有间断点.那么 


1 d ，2 E ( a ：) 

2 du \ du 2 


UL =* U 2 = t 3 


= - / {v 2 , v% -J- ^(7o, )7o}^- 


0 


我们记得，称沿测地线 70 的向量场为雅可比向量场是说，如果它满足了雅 
可比微分方程 

( V %) 2 ” + ^(70^)70 = 0 

(参看 [1] T 卷I， §36). 这个方程在下面的基下可方便地写出来：我们沿70 (0 选取 
n 个（对每个0沿70平行的法正交向量场^(0> - ，&⑷ （即 V % e a ( t ) = 0). 
于是 v ( t ) = 并有 


dV 

~w 


_ V 

⑷= 0, 埤⑴二晰 0 ，咖 ，4 
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因此作为这个方程组解的雅可比场由下面所给初值唯一 确定： v{0),\7^vm ^ 
T yoW (M n ). 现在回想沿测地线 70 W 的共轭点的定义.设对一对点 A, Be 7o (f) 
存在沿70 W 的非零雅可比场 <0使得= Ms = 0 (即场 u ⑴在点4和 S 
化为零)，称这样的点 A 和 B 沿测地线 7o (t) 共轭.称所有沿％的这种雅可比 
场的线性空间的维数为共轭点偶对总 Be 70 的重数. 

考虑 d 2 五 (^ ，化)；设 W % c T 7( ^为 T^ o n 的线性子空间，它由对任意的6 
满足 d 2 E{v u v 2 ) = 0的所有向量场 n 组成.常说子空间呢 7 。为在点 
70 ^ Q 的黑塞形式 d 2 E 的零子空间，或者黑塞形式 d 2 E 的核.称 dimW 、 为 
(在临界点70 e 卩的） 黑塞 d 2 E 的退化度. 

定理4 设 70 为从上从点 P 到点9的测地线；于是 K （即属于黑塞 
d 2 E 的核）当且仅当⑴是沿 7 u 的雅可比场（特别有/^ =斗= 0). 

因此，黑塞#五的核不为零当且仅当测地线70的端点 P 和 g 沿70共银 ■ 
核的维数（即黑塞的退化阶）等于沿70的共轭点 P 和 Q 的重数. 

证明设 w 为沿的雅可比场 ； 使= < = 0. 于是仏因 
为70为光滑轨线，于是 MVy 0 v{t)} = 0 (非间断).因 r ⑷为雅可比场，故 
(Vyo) 2 ^) + ^(70^)70 5 0从而由泛函石的第二变分公式得到 


d 2 E(v, v) = E _, 0 〉 

⑷ 


Jq 


因此 r （即的核).反之，设 M W yo . 需要证明吨）为沿70⑺的雅可 

比场.由于场㈣0为分段光滑，故线段[0, 1] 可用有限个点 Q = ^ < U <…< 
4 = 1分割成区间 ( k - uU ), 使场〃⑷在其上光滑 t 像以前那样，构造叫1]上的 
光滑函数 f ( t )， 使它在点 { U ,0 ^ i ^ k } 上为零，并在其余所有点上为正.考虑 


场 q = f(^)((S7-m) 2v + ^(7 o 7 ^) to ) 将其代入 d 2 E, 我们得到 


1 d 2 E 


2 du\du2 


<^E(v, q) 


⑷ 


-/ |(/v%) 2 ” + 只(今。 J) 今 ol 2 也= 0, 

Jo 

因为= 0,0 ^ A:, 故上式的第一项为零，并因/(0在^ 

大于零，故（▽%)、+ ^(7o t ^)70 = 0在每个区间 [ Ui] 上 成立. 于是 v 为 
沿每个区间 [ U - uU ] 的雅可比场.我们来证明1为沿整条轨线70的雅可比 
场，为此只须证明 ▽〜(〃） 在区间 [0,1] 上没有间断点.事实上，设若 相反： 假定 
A (\/ j o v) tr = - 为在~的跳跃；于是可以考虑沿 70(*) 的向 
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量场 g { t ), 使得 g ( ti ) — A(v^ 0 ^)ti- 我们因而得到了 

1 *一1 

t^l 

十 f {9, (▽%)〜 + ^(7o, v)%)dt = 0, 

Jo 

因此知 Kci { d 2 v ). 在此和式中的第二项等于零（见前面)，故而 

J 2\ A (^ v ) ti \ 2 ^ Q , 

即对所有 i; A( V ^) tt = 0. 因此,没有间断点，从而 r 为沿整条轨线70的 
雅可比场， □ 

注黑塞形式#五的核的维数总是有限的，这是因为它等于沿％的线性 
无关的雅可比场（在点 P 和 g 为 0) 的个数. 


在轨线 7D 的各种不同的变差中有一类称做測地变差的，即这样的光滑映 
射 a : {—£, -\- e ) x [0，1] 一 M n , 满足 a(0)) = 70(^),且每条轨线 a ( u ) (记住, 
a ( u )( i ) = a ( uA )) 为测地线（即在测地线％的扰动过程中所得到的扰动轨线仍 
然是测地线).我们考虑这种轨线5在空间 J7 中的“速度向量”，即沿70的向量 

场^ 我们断言，这是个沿％的雅可比场. . 

事实上，因为所有的轨线珂 W 都是测地线，故▽费 = 0;于是下面 
的表达式为零： 

( / da \\ ( {da\\ 乃 f da da\ dot 

{ ▽镇 { m )) =S7 ^ 

由于(尝 )=▽«? (盖)，故 

(▽ J ⑵十 K 尝，尝)芸=°， 

即场^为雅可比场. 

OU 

逆命题 也对： 沿测地线 7a 的任意一个雅可比场可以用某个测地变差得到. 
事实上，我们首先假设测地线 7D 连接了两个充分靠近的点 y 和心它们在某个 
半® ^ > 0充分小的圆盘 C 中.那么不妨设在中任何一对点 aj 
由包含在 I?” 中唯一的一条测地线相连接.我们先证明存在沿加（从〆到 W 
的雅可比场的存在性 t 这个场在点 p' 和 i 具有任意给出的值（见图 99). 考虑 
在点〆和V的 M 的切向量 a 和 h 并构造沿 7c 的具给定初值:在点〆为 a， 
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在点 Y 为6的雅可比场.通过点夕作光滑曲线使^ = 类似地，通 

过点 Y 作轨线 6( …使以测地线连接点 a (蚴和(这样的测地线 
是唯一的）得到测地线族&变 u 便得到了从点 〆 到点/的测地线70的扰动, 
其初值为所给出的 o 和6 (见图 100). 对这个所构造的测地扰动取对参数 u 的 
微分便得到70 的从 〆 到的所想要的雅可比场.因为雅可比场由其在点 〆 和 
q f 的值唯一决定，故沿70 从 〆 到/的任意雅可比场可以由上面所指出的方式 
得到.我们注意到，所有沿 7 D 从 V 到 t 的雅可比场的线性空间同构于加维的 
线性空间： T p ^(M n ) x T qf (M n ), 有更一般的 论断： 沿从点 P 到点？（其中的 P 和 
q 不必要相近）的测地线70由在加上的非共轭点的它的 两个值 所唯一 决定. 



图的 



图100 


我们现在来证明测地变差的存在性，这个变差由从 P 到 g 的整条测地线 
7 0 已经给出的雅可比场 u 产生.为此，考察位于足够小的球内部的点对 
y , q f e 70 ,并在点 〆 和 f 给出下面向量 ： a = v\ v *,b = v\ Q ^ 进一步，我们来构 
造由从点 〆 到/的沿70的雅可比场 r 所生成的测地变差（见上面的构造)，并 
且延拓所得到的测地线族到圆盘之外，从而给出所要的沿整条测地线％的 
测地变差. 

我们来研究沿70的共轭点与黑塞沪芯的性质之间的关系，我们记得，黑塞 
( PE 的指数 A 是指在 7\ 0 fJ 中使形 式/芯 负定的子空间的最大维数.成立下面 
的重要命题> 

定理 5 二次型沪五在临界点 7 Q G U 的指数等于在测地线 7u(t),0<t<l 
上与点 p = 70 (0)共轭的点的个数（每个共轭于 7 o (0) = p 的点70⑷应以这对 
共轭点的重数来计算个数 ). 指数 A = A ( 7 o ) 总是有限的， 

注如果点 p 和 g 沿70不共轭，则可以考虑整条轨线70⑴，0 
时 Kgt (^ E ) = 0,且 7 d e D 是非退化的指数为 A 的临界点+ 


由这个定理可特别地推出这样的结论、即每个测地线段％只包含有限个与 
点 P = 7 o ⑼共扼的点. 

在进行定理的正式证钥之前 7 我们将给出一个直观的解释，它指出共親点决 
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定了空间 J ? 中的那样的变差 a ( u ), 沿着它，泛函五的二次部分在减少，我们 
假定己 在流形 M 上给出了正定的黎曼度量， v 为黎曼联络，它与这个黎曼度量 
相容. 

设邱£ 7 o 为与 P ⑼沿70⑴ 的共辆点.于是沿线段 [ p ， x 0 ] 测地线 7 o 

存在指数为 A (^ 0 ) 的雅可比场 ( Mx 0 ) > 1), 它在点 p 和勒为零当然，这个场 
也可以在 \ p , x 0 ] 中某些内点化为 零). 我们考虑线段 [ p ^ o ] 上的测地变差 珥从 
其方向为某个沿 \ p , x 0 ] 且在 P , x 0 为零的雅可比场+这表明存在 \ p , x 0 ] 上测地 
线的无限小“旋转' 它 保持点 p 和邱不动（见图 101) 

考虑由这个测地变分&定义的测地线 a ( u ) t 7 0 < t <心其中 b 对应于 
点 : rn e 7(1. 于是可以考察在空间 J ? 中的光滑函数斤：⑷，当 
0 ^ t . 0 ； ifi ( u )( t ) = 70 ( f ) 其中 t 0 (见图 102). 




由于 ^( u ) 的选取，可以假定在第一级逼近下 7 70 从 p 到 g 的长度等于 
5( u ) ⑴从 p 到邱的长度加上70从邱到的长度，就是说可以假定泛函五在 
沿轨线 ip ( u ) 的充分小挠动 fl < u S e 下不变. 

因为雅可比场完全被其自身所给出的初值决定，故在点叫处轨线 7u 的速 
度向量和轨线之间的夹角不为零（见图 103). 




现在我们将在空间 I ?中构造一条新的轨线 ^{ u ) y 它由点70出发，沿着它 
泛函£的二次部分严格减少，即速度向量 ^)|_ o 属于 T ， J 2 的一个子空间， 
在其上黑塞为负定.变差 $( u ) 的构造显示在图104上. 

因为在充分小的三角形 xovz 中有严格的不 等式： ( x 0 i y ) 的长+(邱， 2 )的长 
> { z , y ) 的长，于是轨线 Hu )( t ) (其中仏 =( ㈣ 十（叫）十 ( yq )) 的长严格地小于 
的长，即 7 CJ 从 p 郅 g 的长度.自然，我们在这里用到了黎曼度量的正定 
性.因此，在线段 \ p . xo ] 上的每个在点 P 和吻为 0的雅可比场对于黑塞 d 2 E 
在点70的指数贡献了 L 
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定理的证明考虑线段的足够细的剖分0 = h < ," < ifc = 1， 
使得测地线 70 的每段弧 ho ( ti -^ o ( ti )} 为连接和 70 ( U ) 在包含这两 
个点的充分小的球中的极小测地弧+ 

设 C 为中的向量子空 
间，它由所有那些沿70 (*) 的向量场构成 ，这 
些向量场具有下面的性质: a ) 场?; ( t ) 沿 7 o 在 
线段上为雅可比场 ，1 ^ i ^ k ; b ) 
u ( U ) = 0,^(1) = 0 (见图 105). 

换句话说, T 70 OJ 为沿轨线 toW 的所有 
有折断的雅可比场 {{ U } 为@販点).连同子空间 T ^{ U } —起，我们考虑在 
中另一个子空间 g 70 , 它由所有满足 v ( t i )= 0 , 0 ^ i ^ k 的向量场构成. 

引理切空间分解为两个子空间的直和： 



-^70 ^ = ® Q 


7 o ) 


其中的子空间和 Q % 对于在 T ^ Q 中由黑塞给出的内积下正 
交（即，如吣 e T ^{ U}^2 ^ 有 d 2 E ( v l , v 2 ) = 0 ). 黑塞#五在子空间 Q 70 
为 IE 定，即在 T ^ Q 的指数等于 d 2 芯在 T ^{ U } 上的指数.因为为 
有限维线性空间，故黑塞的指数总为有限. 


证明设^ e T 7( J ; 考虑向量 ^ i < k- 于是存在唯一的有折断的 
雅可比场？/，满足 v(ti) = ^ i ^ k] 因而 （u - v f }{ti) = 0,故 V = 

v-v ， & Q 7d , 因此，对任意的 t e r 7u 存在唯一的形如 V = v f - v ft 的分解，其中 
V e e Qw 故而7^。分解为子空间: TvJtJ 和 Q 7(3 的直和.证明它 

们正交.由第二变分公式有： 


\d 2 E{v\v ft )^ 


- W ， 厶(▽如 V 》 
<0 



= 0, 


这就是所要证明的. 

现在来证明 f £：在 Q % 上的限制是个正 
定形式，即如果 r ，则 < PE ( v , v ) > 同 
时其等于零当且仅当 v = i ). 考虑道路 70 的变 
差 S ( u ), 它生成了场 w e Q ^- 因为场 v ⑷在 
^ ti,l 为零,故显然可假设 a { u ){ ti ) = 


5 ( w )(/) 



图106 


0对任意 u 7 l ^ i ^ k 成立（见图 106). 

因为测地线 7(] 从点 yo ( U - i ) 到点 70(^) 的弧 （1 S i 高 fc ) 极小，则对道路 
a ( u )( t ) 从值到值 h 的相应弧段有不等式 Eli _ w ( a ( u )( t )) ^ 垃、力。⑷)；从 
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而 E(a(u)(t)) ^ E( l 0 {t )) = 五 ㈤⑼⑷) _ 由于 ^E(u,v) 可以理解为 E(a(u)(t)) 
在点 it 二 0的二阶导数，故按同样理由，对局部极小的存在表明 

d 2 E(v^ ii) > 0, 

还需要证明当 v G Q 7 。有 d 2 E ( v , v ) > 0. 假若 d 2 E { v } v ) = 0. 我们 

来证明由此将得出对任意 p € %。 有 d 2 E (^ v ) 二 0.因为$ 二 〆 + #〃， 其中 
〆 £心认}，而 〆 ' € 贝 1 J 

d 2 EW ， v) = d 2 £Op f ， v)+ d 2 E{ip f \v) = d 2 E{ip ff , v), 

这是因为 tfE (^\ v ) = 0 (我们 [ Hi 忆 一下： 子空间对于形式 rf 2 五是 
正交的因为对任意实的 a ， ( a ^ / f ^ v ) e A 。， 故而有 d 2 E ( a ^ + v . a^ f + v )^ 0 , 
即 OL 2 d 2 E (^ p f \ f ^ p ff )-\- d 2 E { v ^ v ) + 2 ad 2 E ( if /f , = a 2 d 2 E ( ip , \ )-\- 2 ad 2 E ( ip f , v ) ^ 0, 

就是说 ： 由于 a 的任意性，我们得到了 d 2 E {^ ! \ v ) = Q . 因而对任意 f e 有 
d 2 E (. p y v ) 三0,故 r € Ker ( t / 2 £) + 同时 Kerfd 2 ^) 只由雅可比场构成，而由于子空 
间只包含了零雅可比场.故最后我们得到在 Q 7( J 上 f > 0. 引理得 

证. 口 


所证明的这个引理让我们在计算沿％的指数时只能局限于对应于线 
段[0, 1] 的充分细的分割{^}的那种折断雅可比场，考虑在从0到~的区间上 
的测地线 其中 S 1. 以 A ( M ) 记 f 五沿线段[心]上测地线的指数. 

显然， A(^ 0 ) 是个单调函数：如果 k <訖则 A(t 0 ) < A(^). 由此得到，在 [0) 0 ] 上 
的任意雅可比场在点 f = 0及某个点 t ^ a . aKto 上为零 ； 从而每个这样的场, 
当令在 [ a ; t 为零时便可延拓到线段 [0, t f 0 ] 上的雅可比场（见图 107), 又，从 
测地线 7 o (0 的周部极小性知，对充分小的 h 有 A ( t 0 ) = 0,如果在 t 0 的点不共 
轭子在 Mt ) 上的点，则函数 A ⑷在&的充分小的邻域内将为局部常数，这是 
因为沿 70 ⑷与 70 (to) 不共轭的点是个开集.于是， A ⑴的跳跃只可能出现在与 
点 7o (0) = v 共轭的 h 处的点.这个跳跃的特性我们实际上已在前面研究过: T 
这个跳跃等于在点7 0 (0)和 7 o ( io ) 为零的线性无关雅可比场的个数（即共轭点 
7 o ( M 的指数).事实上，每个这样的雅可比场定义了轨线 j Q ( t ) 在空间 D 中的 
变差 aM , 沿着它黑塞为负定.我们已在前面证明过了这个 结果； 在这里我们只 
是回忆一下（见图 108). 因此，通过每一个共轭点6时，函数增加了这对 
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共轭点的指数，从而到达了点 g = 70(1) (按假定它与点 p = ^ o ( O ) 不共轭)，最终 
我们得到，值 A ( l ) 等于与点 p = 70 (0)沿测地线 70 (0共轭的所有点（带重数) 
的指数和. 

关于泛函的指数定理证完， □ 

§22. 指数定理的应用 


现在利用在§21中所证明的关于指数和定理来研究道路空间 n ( M ) 的拓扑 
结构，其中的 A / 为光滑紧流形.我们将进行类似子有限维定理规样的工作,在那 
里我们曾用有限维流形上所给出的莫尔斯函数构造了这个流形的胞腔剖分，代 
替有限维流形，我们所取的是“无限维流形” Q { M ) = Q { M . p . q ). B 卩从点 p 到点 
q 的分段光滑道踔的空间. 

我们考虑作用泛圉五 (7),7 e QM - 如果五的所有临界点（即从 p 到 g 的测 
地线:}为非退化的，则说这个泛函为“莫尔斯函数”.像我们已经解释过的那样， 
出现这种情况当且仅当沿任意两点 p 和 g 的连接的测地线.点 P 和点 g 不相互 
共街.另外 7 在每个临界点泛函五给出了一个整数：这个临界点的指 
数，即从点 p 到点 g 的测地线的指数+因此，按对有限维情形的类比，可以期待 
在每个临界点（即测地线)“挂着” 一 个维数等于这个临界点指数（即测地线的指 
数）的胞腔，于是出现了空间仍 V /的胞腔剖分，其个数和维数由连接 p 和2 (p 
和 g 非共轭）的测地线的个数和指数确定. 

因为我们所考虑的是黎曼流形故在任意两条道路71,72 e QM - 之间 
可以定义其距离 


1 



ds \ ( t ) ds-i ( t ) 


dt 


dt 


dt 


其中 si(t) ) s 2 {t) 为沿 7 i ⑴， 72 ⑺的弧长:； p(x, y) 为工和 y 之间在 M 上的距离 
(在所给的黎曼度量中)，对于每个 a > 0,我们考虑区域 C QM , 即所有满足 
E ( y ) ( a 点 7 G J 7 M . 这表明 W 可以（在某个准确的意义下）由光滑的有限流 
形逼近. 

固定一个以点 0 = k <-<4 = 1 分割的线段 [0,1], 并以/?(‘，，， 
t k ) 表示 /? M 的一个子空间，它由所有分段光滑的测地线组成，这些测地线 
只在等于 - M m t 值有间断点.以 …] 士 ) 代表交空间 
n { t Qr - Jfc ); 即…， u ) 为所有沿其 E ^ a 的所有分段光滑测地线构成. 

引理 1设为紧流形、且于是线段的对所有充分细的分 
割 (tor - : tk ), 集合 - , t k ) n ( B < a ) 可以赋予光滑的有限维流形的结构. 
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证明设 e > 0 为充分小的数,使得对任意一对相距不大于 f 点，存在在半 
径^的球内连接它们的唯一的测地线.选取分割使得对所有的；有 
ti-ii-x < e 2 / a . 于是每条测地线 7 € O a (to, ■ ■ ■ , 4 ) …一地由 Ar - 1 个点组决定: 

7( 亡 1)，…，7(4-1).映射7，（0(*1)，.*， ,7(^- i )) 建立了在 - , tk ) n(E < 

a ) 和直积 Af x … x 个）的开于集之间的同胚.引理得证. □ 

考虑泛函五由到光滑有限维于流形以…, 4) H (E < a ) 上的限制. 
记此函数为 

引理2函数 E ' 为在有限维流形叫心… , t k ) n ( E < a ) 上的光滑莫尔斯 
函数.这个函数的临界点恰好是泛函五在 ^ - , f fc )n ( E < a ) 上的临界点， 
即从 p 到 g 的（没有间断的）测地线.其长度小子这个函数的临界点的指 
数恰好等于相应的测地线的指数.対任意的 6 < n ，流形…， h ) n (丑€ 6 ) 
是集合少 =( E ^ h ) 的形变收缩- 

证明我们将表出形变 ^ : (E ^ h ) ^ M ) n (E (卟设 7 e 

(E ^ b ), 以及 ( t 07 - - A k ) 为在上面已被固定的充分小的 [0,1] 的 分割； 考虑 
点 7 (( 0 )，… ,7(4), 并让道路/ '(7) 为一条属于邱 0 , … ,4) C\(E ^ b ) 7 由点 
… MU ) 唯一决定的分段光滑测地线.所要的形变收缩的构造显示在图 
辦中，另外，关于 F 在 卬‘… , t k ) n ( E ^ b ) 上的临界点恰好是从 p 到 g 的 
无间断的测地线的论断由第一变分公式得到. P 和 E 的指数相等的断言由沿测 
地线的雅可比场的局部性质 得出： 函数 F 的雅可比场的空间等同于由 泛函芯 
决定的雅可比场的空 N . 引理得证. □ 



图109 


因此,我们得到下面的命题. 

推论设 A /。 为紧流形（但是 7 也可把紧性换为只具有完备性的流形 M n ); 
设为一对沿长度不超过^的测地线不共轭的点.于是集合= 
(^^ a ) 同伦等价于一个有限胞腔复形，这个复形的每个 A 维胞腔 一一 对应于 
指数为 A 的测地线 （其 长度不大于 v ^)- 


令 a — oo (趋向 X 穷大) 7 我们得到了结论说，整个空间同伦等价于胞腔 
复形，其中的每个胞腔相互 一一 对应于从 p 到 g 的测地线，而胞腔的维数等于 
对应测地线的指数. 
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注我们将不在这里讨论更加形式的极限过程 a — oo : 因为这个讨论需要 
引进一神拓扑概念，即空间扩张的直接极限. 

现在我们考虑流形 JUT 上所有从点 p 到点 g 的连续道路的空间 
我们发现，空间与 QM 同伦等价，故而 QM 的胞腔剖分也产生了 n^M 
的胞腔剖分.考虑自然的嵌入 i ： ^ - rr . 不妨设空间的拓扑由度量 
p (7 i (0 ^72 ( t )) 给出，其中 7 i ，72 e J ?' 而 p 为黎曼流形上的距离 + 

称这个拓扑为紧-开拓扑 .） 比较 r ? 和 w 的拓扑（见前面）容易得出这 
个嵌入映射 i 连续的结论. 

引理3空间和 JT 同伦等价， 

证明我们来构造上的连续函数€ ? ( 7 ) < 1 ,使得由不等式|^-^| < 
2 5 ( 7 ) 推出：点 7 ⑴和 7 ( 0 被唯一的极小测地线连接 + 设/ iVP 4 — 队 1 ] 在紧流 
形 A / 71 上的一个任意的连续函数 7 其值在 0 和 1 之间.以 £ 1 ( 7 )(其中 7 e [ 0 ， 1 ]) 
表示那样的最大实数,使得对中任意一对相互距离不大于 <7)的点有 
连接它们的唯一的测地线，显然，随着1的增大，函数 (7) 单调地不增.考虑 
函数 0 ( 7 ), 满足 0 < Q ( 7 ) < Q ( 7 ) ■令 ^( 7 ) 二 ^ 2 ( max /( 7 ( 0 ))； 我们得到了连续 

映射 s ： ^ R . 由函数的构造 T 有任意一对在曲线 7 e 上，相互距离不 

超过^( 7 )的点，可以由一条唯一的极小测地线连接.考虑一个新 函数： 

r(7, a) ^ (a - l)€(j) + max p(7 ⑴ ,7(0), 

jga 

这里 r : X [0,1] - ^ 当变量 a 从 0 变到丄时，函数 r 严格地单调增 

加，并且 r (7,0) < 0 ^ t (7，1)+ 因而对任意7 G W ， 存在唯一的 ㈣ € (0,1], 
使得 r ( j , a 0 ) = 0 + 最后，令 — 2 g ( j ). 如果 q = |t - ^ a 0 = 2分(7),贝 [J 

^ 7~(7， a 0 ) = 0 7 即 

t-( 7 s a) = (a - 1 )£( 7 ) 十 max p( 7 ⑴， 7 (V)) 《 0 ,即 
p(7 ⑴ ， 7(t’)）^ (1 - 咖 (7) S e(7). 


故而 ，7 ⑷和 7(0 被唯一的一条测地线连接 
(参看上面对 的定义 y 完成了函数贞 M 

的构造，我们来定义连续映射7 : W D : 
令 K7) 为唯一确定的道路，使得 < 7 )在参数 

t = 0，p(^),2y(7)，-. -，fc£i(7) 和 f = 1 的值上等 
于7的相应点；其中& = ^ (整数部 分); 

[5(7)」 

轨线 r(7) 在每个区间 \ pg ( j),(p + l ) g { y )} y 0 ^ 
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p ^ k -1 上为测地线.同上面那样,直接验证映射斤和 h 同伦于恒同映射（见 
图 110). 引理得证， □ 

因此我们已证明了下面的定理. 

定理1设为紧（或完备）黎曼流形. p 和 g 为 iUT 上的一对点，它们 
沿任何一条连接它们的测地线都不共轭.于是连续道路的空间 P *{ M n , p , q ) (^： 
同伦等价于空间 Q { M ^^ q )) 具有可数胞腔复形的同伦型，其中的每个从点 p 
到 g 井且有指数 A 的测地线恰好对应于维数为 A 的胞腔. 

注如果固定渕地线7。，则对应的胞腔 ( A 为 70 的指数）是作为由70 
用70的所有雅可比场的方向的扰动，沿 7 t ) 得到的轨线的集合（见图 U 1). 




图 111 指数 A = 这个测地线％ m 112 

对应于三维胞腔 cr 3 


我们将给出这个所证定理的应用.运用这个定理来计算闭路空间 ( 同 
伦于道路空间）的整系数同调和上同调群，其中 P 为 n 维球面，在球面上 
引进标准的黎曼度量，井设 p 和 g 为沒”上两个充分靠近的点_于是可以假定 
和 g 沿 W 上连接它们的任一条测地线不共轭（例如，与点 P 共轭的在球面上 
只有一个点，这就是它的对径点 - P ). 因而 P 和9由可数条测地线7^71,71… 
相连接，其中％为大圆中较短的那条弧，而 P 和 g 在其上（见图 II 2 ).以 d 表 
示大的圆弧；于是 7 i = d + 7 oi 72 = d + d + jo ; 73 = d + d - hd - h r To 等等‘ 显然 7 
测地线的指数 A ( Tfe ) 等于 - 讣这时，我们利用点 P 和-； P 共轭且重数 
为 n —1 这个事实：于是存在 n - 1个大圆弧的测地变分 (旋转 ) 7 这些圆弧连接 
了点 p 与 - p . 由以前证明的定理得出，闭道空间有胞腔复形的同伦型，其 
中对每个维数0^ - l ，2 (n - l ),3 (n - 1) ，… 正好有一个胞腔（没有其他维数的 
胞腔)+由此，我们可以得到关于同调群 H .( OS n ; Z ) 的信息.首先假设 n > 2;于 
是上面提到的胞腔 { a k ^^},k = 0,1,2^- 中的每一个是（上）闭链（这是因为 
一般并不含有两个相邻的维数的胞腔)，即 

叫 ㈣ = { z ， …二 2 ,… 

p \ o ? 对所有其他的弘 
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特别 7 H p { QS n ^) - m ( ns n ； z ), 在 Ti = 2时 ； 讨论有些复杂，这时在每个维 
数正好有一个胞腔，故边缘算子 d . C p ^ C p - } 的平凡性已不 
能从前面所提及的想法中得到.我们更仔细地研究一下闭道空间^炉的三维 
骨架 ( Q )^. 由前面的证明中知道，⑷5 2 )⑶二 ^ UdU ^ Uc 3 . 我们记得，从 
标准的纤维丛浐（其中 E 为 S 2 上的道路空间，这些道路从 S 2 上的一 
个固定点出发）得到了关系： Tii { S 2 ) = ^ 1. 像在 [1], 卷 If , § 2 1 中所 

证明的， 7 T 2( S 2 ) = A 即 7 n (/?) = Z . 另外（参看[1]，卷 I , §22)， 7 V ^( S 2 ) = Z (gp 
tt 2 (/?)= Z ). 因为 / MAZ ) = { 群 Tr〆 /?) 的阿贝尔化 } ，故 = Z ‘因 

而，胞腔^的边缘在5 1 中收缩为一点 ； 即二维骨架同伦等价 

于束 S 1 V 护（参看§ 4 ).又因为 n 2 (0) = Z y 故当附加到 S 1 V 炉上时，三维胞 
腔 a 3 应使基本群 TnCS 1 ) 在 tt 2 (5 3 V ^ 1 )上的作用化零，从而 （/?) ⑶ 同伦等价 
于乘积 f x 由于 J 7 护的二维（上）同调完全由三维骨架 （ J ? 沪)( 3 )决定 ； 故 
得到 H 2 ( ns 2 \7,) = Z ， 好 2 ( J 7; Z ) = 以“和£|分别表示上同调群和 
H 2 ( S 2\ Z ) 的生成元 （dega = 1, cicgb = 2) + 显然在环 中有 a 2 = 0 + 

回忆空间的定义.称拓扑空间 Y 为 H - 空间是说在其上定义了乘积 
运算 m : y x y — K 其具有“同伦单位元”（参看 §7). 考虑映射 

y JUy x y 
y Y y JUy^ 

这里 hO /) = (1加)， 九 ( y ) = ( yo ,2/) :如 ey 是“同伦单位元' 映射同伦于 
恒同映射 Y ~^ Y . 

我们也记得，闭路空间 (2M 为 H— 空间.映射 ^ ： QM xQM ^ QM 由道 
路的乘积（见 §7) 给出： 

_ 

即两条闭道相应的另一条闭道 7 它由相继通过这两条闭道得到. 

根据霍普夫定理（见 §7), 任意空间的在有理数域上的上同调代数同 
构于张量积八[仏…， a ] ® 其中 卜…， . x t ] 为奇次的生成元 

a ,…，巧的外 代数; Q [ Pl] , y s ] 为偶次的生成元 m ， … ' y s 的多项式代数.特 
别，如果 H - 空间为有限维的，则其上同调代数同构于外代数 Atn . . w 冰 
因为空间 QS 2 为 H - 空间 ，则 H*{ns 2 ) - a [^ + + + ® Q [ y l7 -， ,y s ]. 

我们己经给出了两个生成元 H 二 a ( deg ( a ) = l) ? yi = fc ( dcg (6) = 2)^ 因此所 
有的幂 b k 'k= 1，2,3, … 在代数中不为零，从而 ir{n$ 2 ) 包含子代 
数 A [«] 我们断言1这个子代数完全给出了整个代数 H ^{ QS 2 y 事实上， 

子代数 AM ^> Q [ b ] 在每个维数都包含了一个加法生成元(在形如％的维 
数 T g = 1,2:3,…）或 a ， (在形如 2 g + 1的维数 ， g = U : l ，2,3, …），另—方 
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面，从前己证明过 7 空间炉的胞腔剖分在每一个维数正好有一个胞腔；因此， 
上面所讨论的环完全竭尽了整个代数 H *( ns 2 ). 特别由此得到了整系数同调群 
H p { ns 2 ； z )^ z , P ^ o 7 i ,2 r -- , 因为这时胞腔V为闭链. 


最终的答案是： 

1 ) H^(f2S n ;Z) = 


J Z， 当 p = k(n — 1), fe = 0,1,2 ? 3, - ■ ■ 
t 0,当 p 为其他 情形； 


2) H*(ns 2n+1 ;Q) = Q[6 2n ];H*(/?5 2n ;Q) - A[a 2n ^] ® Q[b 4n ^ 2 ]. 

我们也将显示有关流形 M 的同伦和同调的知识是如何给出在黎曼流形 


上的渕地线的行为（和存在性）的完全描述.例如运用上面所得到闭道空 
间的同调群的知识 得到： 

命题1设为黎曼流形，它同伦等价于球面 5-^ > 2,于是有无穷多 
条连接任意两个非共轭点 p , qeM n 的測地线. 


这个命题立即由上面所证的关于闭道空间 /?M- 的结构基本定理和关于这 
个空间同调群的知识得到. 

注在定理1中建立了存在性的測地线是泛函空间的不同的点，但 
是 几何上 （在其实现为中的光滑曲线时)，它们中一些可能重合（例如，球面 
S n 上的测地线).对几何上不同测地线的个数如何算出的问題，一般来说，需要 
进一步的研究_ 

设为紧光滑流形，并设 i > 0 为第一个使群 tt ,( M -)/0 的指标.于是 
对任意两个非共轭点 p^qe 存在连接它们指数为 f 的测地线.事实上，因 

为则群不为零；故由闭道空间的胞腔分解 
定理知 QM - 上的泛函 E 应至少有一个临界点（即测地线)，其指数为论断 
得证. 

如果流形沿任意的二维方向有负（非正）曲率，则（我们将在§ 23 中证明）泛 
函五在 ^( M n , p , q ) 上所有的临界点有指数 0( 即局部极小^ 

习题1由此得出，连接点 p 和 g 的测地线自然地一一对应于 MM， 中 
的元. 

§23. 变分法的周期问题 

以前我们曾详细研讨过在黎曼流形上的一维变分问题，所涉及的是长 
度泛函 L ( j ) 和作用五(7>，其中的7 € n ( M n } p , q) r (fa p,q ^ M n 上的两个固 
定点.称这个变分问题为“固定端点问题”，这是因为 7(0) 二 p ,7(1) 二17 e 

我们现在要转而研究的所谓“闭极值曲线”有着重要的意义.这个 
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问题的研讨多少不同于 “固 定端点问题”的情形， 

周期问题是按下述方式提出的.我们考虑紧的光滑黎曼流形以 77( M -) 
记上所有闭光滑曲线的空间，即空间 U ( M -) 中的点是个光滑映射 
M n , 其中的二 ^(0,0 <^2 tt 为圆，具有标准的角坐标 i ， 这时初始点不是 
固定的， 

注空间 /7( M rt ) (其拓扑完全同于在空间叫所引进的那样，参看 
前面的内容）不同于空间 \ jn ( M n 7 p , p ) = U ( M n ) y (其中 p =吐存在映射（并 

非纤维丛） a ( M n , PiP ) J 7( M n ), 在这里， 一 个点的逆像是个圆，空间 n { M n ) 
的道路连通分支的集合 ； 由定义知，是映射# 的“自由”同伦类的集合. 

根据[1]，卷 H , §17,这个同伦类由群 Tn ( M -) 的共轭类所决定. 

结论假定流彩 M n 的道路上所定义的泛函一定在空间 U ( M n ) 的每个道 
珞连通分支上取得极小值.则极小值的个教不小于群 tu ( M ) 中共轭类的个数， 

在这一节中，我们将广泛地运用上一节所发展起来的研究空间 f 2( M n 7 p 7 q ) 
中极值的工具，从而将不再重复相似结构的构造了. 

像空间 n ( M n 7 p , q ) 那样 T 空间 II ( M -) 可以以自然的方式转换为“无穷维 
流形”：如果 7 e H ( M n ) 为一条闭轨线（回忆一下，“轨线”这个词的理解是 
参数化的轨线^就是说，不同参数化的曲线是空间 n ( M -) 的不同点则“流 

在点7 e /7( M ， 的“切空间”： ZV 7( M n ) 由所有沿7的光滑向量场 
构成（即周期向量场).在空间 n ( M ^) 上的两个泛函以 7) 和 ^(7) (路径长和路 
径作用）完全像在空间中那样定义 . 我们来研究泛函 E 和 L 的极 
值+ 


弓 I 理 1如果70 e n(M n ) 为泛函五的闭极值曲线，则 7 g 为一条测地线， 
其参数与自然参数成比例. 

证明 证明直接由对空间 寧 ' P ， q ) 的极值曲线的相应定理 得到.如果 
7(0 为对长度泛函 L 的周期极小曲线，则用光滑参数变换 Z f 由得到的 
所有轨线 7(0 也是长度泛函 L 的极值曲线.因此，长度泛函 L 的“临界点”在 
空间 II ( M n ) 中不是孤 立的； 特别，它们无论如何也不是泛 函五的 “孤立和非退 

化”的临界点， n 


因此，(如同空间 n ( M n , p , q ) 的情形那样）我们将集中注意于讨论泛函芯的 
极值曲线，我们注意到，闭测地线 7 o (^) e /7{ M ") 可能具有重数，其意思是说, 
作为光滑曲线，当 t 从0变到1时，集合{ 70 (；)}的集合被经过了若干次.见图 
113. 如果在中表为光滑曲线的测地线7⑷只经过了一次，则称其为单（一 
重）测地线. 
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反之，如果给出了某条单闭测地线，则它也决定了无 
限的离散的闭测地线的序列.它们由多次通过原来的曲 
线得到（以比经过原来测地线更快的速度通过).所有这 
些轨线都是空间 n ( M n ) 中的不同点.例如，如果原来的 
轨线定义了基本群 ^{ M n ) 中的一个非零元（更准确地 
说： 它的不同于单位元的一个共轭类)，于是上面所描述 
的它的带重数的轨线己经属于群 7 n ( M ) 的另一个共轭类 图⑴二重和地线 

了. 

如同具固定端点的测地线那样,每条闭测地线也自然地联系某个整数,我们 
类比于以前的情形，称为该测地线的通化次数.定义将在后面给出；如果这个退 
化次数等于零：那么就称这个测地线为非通化的. 

为了正确地定义闭测地线的退化次数,我们 考虑黑塞形式(参看前面关 
于它的定义和性质：在研究具固定端点测地线的那节可找到)，我们前面证过的 
“第二变分公式”它具有形状 

\ ^ ^ - [ {^, V ^ 0 V^1 4-^0, 71 ) 70 )^, 

2 OU1OU2 u ]= u 2 =0 J 0 70 ro 

其中丑为黎曼曲率张量，％为该测地线的速度向量，而向量场 W 和地由双参 
数变差所描述，即无穷维流形 n { M ) 在点 7c 的一对 1 速度向置”.如同我们在 
前面所知道的，沿轨线％自身所定义的向量场^和 w 是光滑和周期的.因为 
黑塞 d 2 瓦由在切空间 7\ Q n ( M n ) 上的双线性对称形式定义，因而可以唯一地由 
它对应的线性微分算子给出，显然它具有下面的形状： Z ? = -( v^ 0 ) 2 - ii (7 D )7 o . 
在这里我们按与有限维情况的类比 进行： 当给出双线性函数时就意味着给出了 
一个线性算子 D ， 利用它，想要的形式 S 便由公式 (x t Dy) 给出. 

在我们的情形，算 子乃在 “切向量 ” v e T ^ n { M ) (即在沿闭测地线 70 定 
义的光滑周期向量场）上的作用由下面的公式 实现： 

I 

D { v ) = —( V %) 2 。一 ^( 70^)70 = —[( V %) 2 + 丑 (％，-)々 o ](4 

冋想一下，称“切向量’’ w (即周期向量场）为雅可比场是说，如果这个场被 
算子 D 零化，即是下面微分方程的解:乃 ㈦ = -( V ^ o )^-- R (7 o ^)70 = 0. 显然, 
这个定义完全模仿了固定端点的测地线的情形.那么，雅可比场（雅可比“切向 
量”）是线性算子 D 的核中的元素，其中 D 作用在切空间上- 

定义 1称算子 D 的核的维数为闭测地线70 的退化指数. . 

完全像在囿定端点的测地线的情形，可证明这个数为有限（参看前面). 

定义2如果闭测地线的退化指数为零则称其为非退化闭測地线- 
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为简明起见，在以后的讨论中我们主要局限于闭的非退化测地线.原来，每 
条测地线自然地与一个整数相关联，这个整数叫做“测地指数' 要定义它又要 
回到算子 D . 可以以某个不同的方式来定义这个指数.事实上，因为在切空间 
T ^77( M -) 上把黑塞形式化为标准型后，指数等于负的平方个数.于是，沿 
着每个 “ 切向童 ” V € T^77(M), 其中的这个 v 对应于形式 d 2 E 中的负平方中 
的一个，这个形式为负定；因此这个“切向童”是算子 D 的特征向量，其特征值 
为 A < 0. 因此，黑塞形式>五的指数可以直接定义为下面的微分方程的线性 
无关解的 个数： D{v) = A Vl A<0 (这是个带参数 A 的微分方程组，其中 A 为特 
征值).那么，方程 D(v) =\v,X<0 的解是沿测地线％的光滑周期向童场（当 
然，如果这些解一般是存在的).这里的情形不同于雅可比“切向量”的情形：在 
那里至少总存在一个齐次方程组的零解；在 A < 0的情形，解可能不 存在： 这时 
我们说，闭测地线的指数为零. 

定义3 称微分方程组 


D{v) = -(▽%)%- M(jo,v)j 0 = 0 

的线性无关解的个数为 闭測地线的非退化指数- 

在固定端点的测地线的情形，也能应用这个定义. 

重要附注 当然，我们上面所定义的闭测地线的指数也与沿这条測地线的 
此线上选定的起点相共轭的点的分布有关，但是这种相关性比起在固定端点测 
地线的情形具有更复杂的特性，故而在这里我们不打算详细阐述- 


习题1 证明这个指数不小于共轭点的个数（但可以不相等). 


在某种意义下，“变分法的周期问题”的研究比起具固定端点的测地线的研 
究更为复杂.重测地线的存在在很大程度上说明了所出现的难点的特点；例如, 
求出单（非重的）闭测地线的数量远不是平凡的问题. 

为了简化对闭测地线问题的研究，我们在这里只选取一个例子：具负曲率 
的黎曼流形的情形，即那样的流形，在其上沿所有二维方向的曲率（即截面曲率) 
全都为负.我们所熟知的这种流形的例子是罗巴切夫斯基平面，它在标准度童下 
具常负 曲率; 还有那些二维光滑闭流形，它们是由罗巴切夫斯基平面在离散群的 
等距作用下得到的商空间,其中这个离散群同构于曲面的基本群（参看[1]，卷 t 
§20关于在罗巴切夫斯基平面上的晶体群的内容).为简单起见，我们常常假设所 
讨论流形是紧的1 
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定理 1设 M 为具负曲率的紧光滑黎曼流形.于是在每个自由的一维同伦 
类中存在唯一的闭测地线. 

证明 考虑某个自由闭道的固定类，类中的闭道相互同怆.假设我们只考虑 
光滑的闭 轨线； 对每条轨线给一个在此轨线上的泛函五 的值； 我们考虑数^它 
是所有这些泛函值的下 确界； 于是一般说来，存在闭道的无限序列，其长度收敛 
于数 C . 由此流形的紧性，在这个序列中可挑出一个曲线的序列，它逐点收敛于 
某个光滑曲线 7 n ， 容易验证它是一条闭测地线， 而泛函 B 的值在这条测地线上 
等于 c . 还要证明这条测地线的唯一性.为此我们需要一个重要引理，其意义不 
只是在证明我们的定理时有用. 

引理2设 7 t ) 为流形 M t 的闭测地线，其中 M 具负曲率（在这里没有假 
定 M 的紧性)，于是这条测地线非退化，并且它的测地指数为零，换句话说，微 
分方程 D(v) = ^,X<0 没有任何非零解，而方程 D(v) = 0只有零解- 

证明 先考虑方程 D(v)^0 的情形 . 需要证明它没有非零解 * 设 w 是个非 

零解.则有 ( Vyo ) 2 ^ + ^( 70^)70 ^ 0 7 由此 {( v ^) 2v ^ v ) = -{^( 70 ^) 70 ^) > 0, 
这是因为量 { R ^ v ^ v ) 恰好是在轨线 70 的每一点上两个 向量戈 和 t ; 给出 

的二维方向上的截面曲率.于是 

=十 1 M 2 > 0 ， 


即函数随 （沿 70 ( t ) 增加而严格地单调增加 + 

我们考虑在轨线 70(0 上的任意的固定点，譬如 70(0), 解 t ⑴是参数 t 
的 函数； 研究这个解随£变化时的行为.第一种情形：在点 7 o (0) 有不等式 
{ U 、 v )\ t = o ^ O . 于是对于所有 t > 0我们有 


d 

dt 


{v, v) = ▽ 今。〈 V，。〉 = 2{\/^ 0 v,v) > 0, 


其理由是 { V ^ v ) 是严格递增的函数.第二种情形：在点 7(3(0) 满足不等式 
叫 ㈣ < 0. 于是代替考虑轨线 7 o (0, 我们考虑轨线 7 o (-0. 即变換参数 
t ; 这时，在每个点的速度向量加被替换为反向的 -祉 因此，对所有 * > 0有 


dt 


( v , v ) 


= 2 〈7今。(一*0%”〉_ 2 (^^, v ) > 0. 


那么可以假定，或沿轨线 lo ( t ) (即按参数的正方向）或沿轨线 70 ( - 0 (即按参 
数的负方向）向量1/的模单调 逋增； 但是因为轨线为闭，故经过一段时间后我们 
又重新回到了原来的点，只是向量 r 的模增 大了； 因为假定了函数 u 沿70的 
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光滑性，从而得到了矛盾.故引理在方程 D ( v ) = 0的情形得证.现在考虑方程 
D ( v ) = Av , A < 0. 因为 D ( v ) = —(▽%)〜 — = Xv ' 于是由 A < 0 得 

(Vio) 2 ^+ ^(7o^)7o = -加， 

〈 (▽%) 2u ， v 卜 -(K(7o,^)7o^) - Hv.v) > 0, 

就是说，我们用了条件 A < 0,后维的讨论完全重复前面；由此得知仏= Ai ; 没 
有解，引理完全得证. 口 

回到定理的证明.考虑闭测地线70,它属于一个给定的自由同伦类（见前面 
的证明).由所证的引理知道，这个测地线是非退化的.特别地，它是孤立的.因 
为，由引理，它的指数为0,从而作为闭曲线空间上的函数的泛函五在点70取 
得局部极小> 我们假设在所给的同伦类中有某个这样的周部极小（即某个闭测 
地线选取任意两条闭渊 地线％ 和％.因为它们两个都非退化，故它们均为孤 
立的，并且函数五在它们上都有严格的局部极小（见图 114). 因为 70 和％属 
于同一个自由同伦类，故存在轨线 r 连接这两个在空间 U { M ) 中的点，即存在 
同伦把70转换为％.考虑泛函 E 限制在轨线 r 时的行为.按有限维情形那样 
进行，我们便得到了 结论: 存在这样的轨线 r ， 沿着它泛函芯在点70和％之间 
还有一个临界的鞍点％见图115,但是这个点已不可能是个局部极小，它与我 
们上面所证引理相矛盾.因此70 和％ 重合> 于是在自由同伦类中只有一个局 
部 极小； 它甚至是个绝对极小，而其他的测地线（除去重测地线）则不是.定理 
证完. ’ □ 



图 114 - 图 115 

由上面所证明的引理推出对非紧的具负曲率流形的推论. 

定理2设 M 为光滑流形，它对所有二维方向具有负曲率,于是流形 M 上 
没有任何两个点沿测地线共轭. 

证明 应该证明方程 D { v ) = 0除去0以外没有任何其他解.立即从引理推 
出，从而完成证明. 口 
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定理 3 设 M 为具负曲率的（对所有二维方向）单连通光滑流形，并且它 
的任意两个点可由测地线相 连接. 于是流形 M 上任意两个点可用唯一的一条 
极小测地线相连接.这个流形 M 微分同胚于欧氏空间. 

证明因为 M 为单连通，则空间 q ) 连通.由于没有共轭点（见上 
面)，每条测地线的指数为零，由莫尔斯定理知道,空间 O ( M ^ q ) 具有胞腔复形 
的同伦型，其维数等于零，井且每条测地线对应于一个零维胞腔（点) . 由于连通 
性， Q { M , p , q ) 只有一个顶点 7 故而点 p 和 g 有唯一的测地线相连接.因此切空 
间到流形间的指数映射是相互 一一 的， 从而定理得证 + □ 

我们发现，某个群是负曲率流形的基本群这件事必定在这个群上要附加相 
当强的条件（我们记得，任意有限生成群可以实现为四维的紧流形的基本群；同 
时，远不是每个群都是三维紧流形的基本群，例如 Z ® S ® ® Z ), 成立下面的 

命题. 

定理 4 设 M 为具负曲率的流形.如杲基本群 ni { M ) 中两个元素相互交 
换，则它们两个属于在群 MM ) 中的一个循环子群. 


证明设 a 和6为两个相互交换的元素.如果它们属于一个循环子群则命 
题得证，设它们不属于同一个循环子群.于是可以构造从二维环面 T 2 到流形 
M 的光滑映射，这个户实现了所提到两个元素《和6的交换条件.事实上，交 
换性条件可写成形状 aba -^ 1 - 1,从而可定义环面 r 2 到 M 的映射（参看图 
116). 这时交换元 a 和&就是这个环面的子午线和平行圆（它们标准地嵌入到 
环面中)，而负曲率条件使得有光滑形变，能将这个环面变成为另一个环面，使 
它能作为全测地子流形嵌入到 M 中.为此,应该考虑 M 中具有极小面积的嵌 
入环面.我们只应用这个极小环面存在性定理而不加以证明，因为极小解存在 
的事实是相当不平凡的，它构成了著名的普拉托 ( Plateau ) 问题的内容，上面所 
提及的极小位置将此环面作为 M 的二维极小子流形+因为环面是二维的，故可 
以在其上选取共形坐标，在此坐标下环面在 M 中的嵌入成为调和射（这是二 
维流形的特性，对它成立单值化定理)，由此已足以看出，环面被作为全测地子 



图116 


流嵌入到 M 中，即作为那样的子流形，使得在它上面的每一条测地线（在所诱 
导的黎曼度量下）同时也是在它的承载黎曼流形上的测地线.因为承载流形具 



■ 208 ^ 


第二章光滑函数的睢界点和上同调 


负曲率，且因为环面是全测地的，从面得到在二维环面上的负髙斯曲率的诱导黎 
曼度童（我们记得,二维曲面的髙斯曲率是个内蕴不变量，等同于它的纯量曲率， 
就是说，在所给的情形中，按二维方向的曲率与按该环面的切平面方向的曲率相 
同).然而在二维环面上不可能引进这样的 度量： 因为高斯曲率在环面上的积分 
将不 为零， 这与髙斯-博内公式 矛盾； 按这个公式，该积分等于环面的欧拉示性 
数（在对此积分除以 2 tt 之 后)； 它等于 0. 由此矛盾知定理成立. 口 

§24. 三维流形上的莫尔斯函数和赫戈图 

我们考虑三维光滑紧连通闭流形 M 3 (为简明起见，假设流形 M 3 为定向); 
设/为在此流形上的光滑莫尔斯函数正好有一个极小（它就是绝对极 小)， 一个 
极大（绝对极大)，并且有几个指数为1和2的点.如同在前面证明过的，在所有 
这些莫尔斯函数中可以选出这样的函数，它的临界点能在下面的意义下排序，即 
函数/的值列在线段 [0,1 ] 上; /( p ) = 0, = 1，其中 p 和 p ' 分别是极小点和 

极大点.另外，所有指数为1的临界点分布在水平曲面/ = | 上;所有指数为 2 

的临界点分布在水平曲面/ = |上.我们以记指数1 的临界点，以 
y u …如 记指数2的点.由庞加莱对偶（在定向情形的系数群为整数）立即推 
出奶=的，即指数1的临界点数等于指数 2 的点数 - 

考虑水平曲面 A / 2 二= 因为在其上没有临界点，而维数等于2, 

则 M 2 微分同胚于二维光滑紧连通闭流形.由于 M 2 为水平曲面，是由不等式 

定义的三维流形的边缘，从面 M 2 是定向曲面，就是说，.同胚于带有 
i 个环柄的球面.设 r 为曲面 A /〗 的亏格（即环柄数).从构造知道， M r 2 同时是 

两个三维流的边缘 流形： S/S 和我们分别以见和打 2 

表示它们.从直观上，可以把辽中每一个（顺便说，它们是同胚的）看成是二维 
曲面 M ? (亏格被填满的三维体，以标准方式嵌入到三维欧氏空间中.因此我 
们已证明了下面的论断. 


定理1任意三维光滑紧连通闭流形可以被表示为（非唯一）两个三维有边 
缘流形1,2的“粘合”，它们中的每一个都同胚于一个标准的三维流形汀， 
即在三维欧氏空间中的一个区域，它的边缘是嵌入在它中的亏格 r 的曲面（某 
个 r )_ 这个流形巩和迅的粘合是按照边缘的某个微分同胚 a 进行的， 

所提到的把 A / 3 表示为巩和玛的 粘合: M 3 =巩 U 叫 ， a : M ^ Ml 当 

然不是唯一的.另外，数 r 也依赖于 M 3 上的莫尔斯函 * ST 的选取 . M 3 为两个实 
心的亏格 r 曲面的粘合，这种表示通常称做流形 A / 3 的“赫戈 ( Heegaad ) 困”； 因 
为上面所描述的粘合由微分同胚 a M r 2 给出，于是，如果给出了微分同 
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胚 a 有时就说给出了赫戈图.显然，如果两个微分同胚叫和在微分同胚类 
中同伦 } 则对应的三维流形与 M 3 { a 2 ) (分别按叫和粘合得到）同 
胚. 

反之，设给了某个赫戈图， M ^{ a ) 为其对应的三维流形.于是可以在这个流 
形 M ^{ a ) 上构造出适当的莫尔斯函数/，它定义了（见上面）的一个剖 
分，分其为两个流形爪和见的并，并且与原来的赫戈图相同.事实上，因为 
M 3 ( a ) =巩 IJ 灯 2 ,故只要分别在巩和见上构造标准的莫尔斯函数和 / 21 

各具指数1 € 2,函数 f 还有一个指数0的临界点，函数/ 2 具有一个指数为3 
的临界点；这时的函数 △ 和/ 2 应该如此选取，使得它们 在花和 /7 2 的边缘上 
为常数.以所给出的微分同胚粘合 坧和历 得到了在 M 3 上具有所要的全部 
性质的莫尔斯函数. 

称数 r (曲面辦的亏格）为赫 戈图的亏格， 

上面所证明的定理可重新阐述为下面的形式+ 

命應任意三维的连通光滑的定向紫闭流形可以表示为两个三维带环柄的 
球的并，这两个带柄球的表面通过某个同胚映射（微分同胚）等同， 


上述的阐述是这样实现的：流形巩和/? 2 中每一个都同胚于带 r 个环柄 
的球体 . 

当 r = 0 时，流形 A/ 3 (a) 由粘合两个三维球得到 7 它们的边缘由微分同胚 a 
等同，就是说，按二维球面自身的一个微分同胚进行粘合.显然，由此知 
微分同胚于标准的三维球面.我们考虑一个更不平凡的情形，并写出所有亏格1 
的赫戈图，即写出所有那些三维流形，它们由两个实心环面^! = 5 1 x U 2 = 
5 1 x 粘合 而成； 这个粘合利用了它们边缘的微分同胚 a : T 2 — T 2 , 其中的 

T 2 是二维环面. 


定理2任意三维光滑的紧闭连通流形，如有亏格1的赫戈图，则同胚（从 
而微分同胚）子下列三维流形中的一个： 1) 标准的球面沪； 2) 5 1 x 3) 透镜 
空间 ^(1^), 它由三维球面炉用群^的光滑作用得到的商空间，这个作用的 
公式是 


卜，忉) 


2?rt 

e ^ 


其中 ( z : w ) 为空间 C 2 t 狀 4 的复坐标；妒= {|^| 2 + H 2 = !}■ 透镜空间 
L 3 ( l , l ) = S 2 / Z 2 微分同胚于实射影空间 R ^( p =2). 


证明由于有前面的定理，只需给出二维环面到自身的所有微分同胚的同 
痕类的分类.因为环面为 K (^ l ) 型的空间，故而自身的连续映射的同伦分类由 
基本群 ^{ S l xS 1 ) 到自己的同态的集合给出+因为我们只希望局限于微分同 
胚，则只需描述出所有到自身的同构即可.由于群 m ( T 2 ) 同构于 
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于是环面自身的所有微分同胚 a (保定向）被行列式为1的整数矩阵给 
出：& U d h 二1;如果这个微分同胚改变了方向，则 ad-bc — 1 . 假定 
在这个环面上固定了一条水平圆和子午线，它们组成了基本群的基（它们也是 
同调群的 基)； 相对于它们可写为矩阵…我们来求流形 M ^ a ) 的基 

本群，其中 ^^ ad - bc ^ l . 因为 M 3 被表示为两个实心环粘合的形 
状，它们中每一个同伦等价于一个圆于是 M 3 的基本群可以这样 得到： 需要考 


虑生成元 71 和7^并给出71和72之间的关系，在我们的具体情况中具有形状 


7 i = 72 = 1 (乘法群) * 由此得到 7 Ti ( M 3 ( q )) = Z c . 例如，如果 




的形状 T 则对应的流形 A / 3 同胚于直积 x 沪； 如果 - ，则 

M 3 同胚于球面 S 3 , 在第一种情形在第二种情形…(财 3 ) = 0 .刚 
才提到的两个同胚在几何上是显 然的： 第一种情形中，圆沪对应于一个实心环 
的中心轴，而二维球面是对两个二维圆盘的边缘由恒同映射等同的结果而出现 


的（具粘合的矩 阵)； 在第二种情形，这两个实心环是这样粘合的：平行圆和子午 
线调换了位置（保持环面的定 向)； 三维球面的相应剖分为两个实心环的和坷以 
这样 给出： 

Hi - S 3 p|{|z| > H }，"2 = S^f]{\z\ ^ \w\}, 


存在球面的正交变换，它将爪变到/7 2 (及反向的)，由公式 ( z , w ) - 给 
出.因此，我们找到了流形 M 3 ( a ) 的基本群，其中的《给出了亏格1的赫戈图- 
如果群为平凡，则 M 3 ㈣ 同伦于球面（这立刻由庞加莱对偶得到)， 

它表示为同胚于标准球面的两个实心环的粘合. 

如果 tti ( M 3 ( a )) = 则 c = 0,即 ad = 1;由此 r 或 a = 或 a = d = — 1 

( b 的值不是本质性的).可以清楚看到，由整数矩阵给出的流形 M 3 ⑹ 

同胚于 S 1 x 妒. _ 

如果 7 n ( M 3 ( a )) 非平凡并同构于 Z r , c ^0, l , 当转向它的覆叠蘇 3 ⑷时， 
因为这个环面上的覆叠是 TH 则的，从面仍是个环面，故它仍具有亏格^的赫戈 
图；除此之外，由于 M ^( a ) 的基本群为平凡，所以从前面的讨论知道反 3 (0)同 
胚于标准的球面.由此得出，它原来的流形 M 3 ( a ) 是由标准的三维球面对于群 
Z c 作用所得到商空间（这里的作用已在前面写出).定理证完. □ 


这样简单的答案只可能在亏格1的赫戈图时得到；如果流形不具有任 
个亏格1的赫戈图，那么对 M 3 的描述则是十分复杂的. 



§24. 三维流形上的莫尔斯函数和赫戈图 
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我们来补充一呰关于透镜流形 ^(1,^) 的知识.如同从 Z c 在炉上光滑 
作用的定义所看到的那样，商空间是个流形，而投射妒4 L ^ l . k ) 为覆叠映射 
在妒 h 的作用是自由和有效的).显见，所有透镜流形都具有亏格1的赫 
戈图.事实上，方程 M 给出炉的一个分解,分解为两个标准实心环的和 
(见前面的描述)： = i 7 i U 也 在群4的作 ffl (2,11?) — ^ e 2 c * 3 乎切)下，环 

面闵= H 变到自己，从而妒在心作用下到商空间时，环面 ㈤ = M 投射到 
环面上，它就是透镜流形 L 3 ( l t k ) 的赫戈图的环面.显然，所出现的环面到自己 

的映射 （覆 S ) 可以用矩阵来描述 - 

容易证明，透镜空间 ■ ，: PrO 和 L 2 — l ( p [, ■■- 7 l / n ) 由群 Z c 在 
S 2 " - 1 作用得到,这个作用的公式为 

( 2^rypj 2 irip^ 

e c Z!,e ^ 之 2, ■ ■, 

(相应地对 pi , …‘)；如果对每个 （ 和巧+% 或差朽 - ％为 c 的备数，则这 
两个空间同胚. 

对所有三维流形的分类问题不仅没有解决，而且甚至也不知道它在某种准 



确的意义下是否是算法可解的（像二维流的分类问题的算法可解性那样). 

像前面所证，为构造一个包含所有三维流形的列表（这个问题不同于分类 
问题而是更为简单）只需构造亏格 7* 的曲面到自己的微分同胚的同痕类的列表. 
结果表明，这样的列表可以造出来，在图117中显示了亏格 r 的二维曲面，它 
有三个定向的圆族 d . BiJi . 对应于曲面上的圆 s 的运算 T |( £ = ± l ) 是下 
面的微分同胚7? : 以 t / e 表示圆 s 的闭 A - 邻域，就是说 C4 同胚 

于 S 1 x [0,1]. 定义 G 为在 M 》\ U e 上为恒同映射，而饿分同胚 : U S ^ U s 
构造为将圆# x 〖旋转了角 2 W ， 同时符号 e 依赖于旋转的方向.有下面极其 
重要和非平凡的事实（我们略去了它的证 明)： 二维曲面自身的微分同胚的 
任意同痕类包含了一个表示，它可分解为形如7?的运算积（复合)，其中 s 为 
这三个圆族中的任一个圆 . 由此得出描论：考虑所有可能的有限乘积 
nTf / , sj E 则可以建立二维曲面的微分同胚的同痕类的列 

表. 



图117 
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§25,博特的酉周期性和高维变分问题 

在这一节我们将证明一个重要的拓扑事实，通常称其为"博特 ( Bott ) 周期 
性”，为简单起见，我们只对酉群建立这个周期性定理（所谓的正交博特周期性 
可按与酉周期性同样的方案证明 7 只是在技术上具有更大的复杂性 

I . 酉周期性定理. 


我们将证明的周期性定理是它的经典形式，即稳定酉群的同伦群的周期性 
定理 7 而不在这里去深入了解向量丛理论中的周期性定理的作用. 

酉周期性定理成立同构：当1 < i ^ 如果 

U = lunU m (其中 t/ m C f/ m+ i 为标准的嵌入 ) T 如果 i > 1,则 = n i +1 ( U ), 

从而 — 0^2 ti + i { U ) = Z , 

我们考虑特殊酉群 SU 2my 并以 Q { SU 2 m , E 2 m ,- E 2ra ) (其中 E 2m e SU 2m 
为恒同变换）表示在群 SU 2 m 中从点 E 2 m 出发到点 一 的分段光滑的道路 
构成的空间.以 f ^( SU 2 m , E 2 m ,- E 2m ) 表示所有从於 m 到的连续道路 
的完备 空间； 于是嵌入为同伦等价（参看上面对光滑流形上闭道空间 
上一般莫尔斯理论的部分). 

在空间 n ( SU 2 Tn , E 2 ^- E 2 m ) 中考虑由所有极小测地线7 (即 具最小长的 
测地线）组成的空间反其中的每条测地线都从点现 m 出发到达点 — E 2m . 

引理1空间乃同胚于复格拉斯曼流形即在复线性空间中的 
m 维复平面空间. 

证明如同在 m ， 卷 I 中已证的，在李群上的测地线（相对于与群的不变度 
量相容的黎曼联络）是它所有的单参数子群和它的乘法群中某个元和位移.故 
而为了描述出所有在群 SU 2 m 中连接点 ii ； 2 m 和-炝 m 的测地线，只需描述出 
所有从点 E 2 m 出发而终止于点 - E 2 m 的所有单参数子群就可以了.因为 SU 2m 
中任意的那神一维子群 7(*) 具有形状 exp ^, 其中 X 为反埃尔米特矩阵（即 
属于群 SU 2 m 的李代数于是在假定参数 i 从0到1变化时得到了条件: 
7(0) = E 2 ^lW = expX = - E 2 m - 考虑群 SU 2Tn 在它的李代数上的伴随作用 
Ad , 一个熟知结果（只需由在酉矩阵情形中用经典的正交化过程）是：存在那样 
的酉变换如6 ，使 ffoXff - 1 = X 0 . 其中 


為= 



0 \ 

7 <fl H - H ( P 2 m = 0. 

^2m / 


换句话说，矩阵属于代数 su 2 m 的嘉当 ( Cartan ) 子代数（即 su 27 n 的最大交 



，傅特 的面周 期性和离维变分问匾 _ 213 • 


换子代数)_用变换 Ad g , 到测地线7⑷得到 


5o(expX)3o 1 =Gxp(g 0 Xg^ 1 ) = 



— 3o{~ ^2m)9o 1 = _^2m_ 



由此有妁 = + < i ^ 2 mJi € Z ; 幻+… + fc 2 m =0. 于是我 们描述 

了所有连接在 SU 2 m 中两个点 E 2 m 和 - E 2 m 的测地线.还需在它们中选出最小 
长度的测地线.因为映射 exp 等距地表现为把直线 tX 映射到测地线 exp (^ a 故 
只要求出在其李代数中相应的线段，以计算从 B 2 m 到 E _ 2 m 沿测地线 eMtX ) 
距离 ■ 在李代数 ^^2Trtr 上的基灵 ( Killing ) 度量的形式为 %tXY T = {X,Y}] 于 
是测地线 C xp ( fX ) 从瓜爪到 - E ^ 的长等于 


由此 显见， 测地线的最小长等于即< = ±1. 除此之外，还因为 trX = 
7 T S ^ ^ 0,故矩阵 X 在对角线上等于数+1和 -1. 于是我们证明了所有矩阵 
X % expX =^ m ? 并且最短测地线 exptX 由下面一个固定的矩阵 


% 

_ 

—I 

0 

通过对其应用形如 — gXF 1 的内自同构得到，其中的元素 g 历遍整个群 
SU 2m . 因此我们建立了所有极小测地线集合与形如 gXog-\g e SU ^ 之间的 
同胚.另一方面,这个矩阵的集合显然同胚于齐性空间 SU 2 m / CX 0 , 其中的 
代表了矩阵 Xn 的平稳子群（即在群 SU 2 m 的伴随作用下保持不动的子群). 
因为显然存在有同构： CX 0 ^ S ( U m x U m h 故空间 SU 2 m / CX 0 同胚于格拉斯 
曼复流形引理得证. 口 

引理2连 接点恥 m 与点 一 E 2 m 的每条极小测地线1⑴唯一地由它自己 
的中点 7(^) 给出.因此，极小测地线的集合，也就是它的中点的集合同胚于 
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格拉斯曼流形，并且另一 方面， 它等于群 su 2m 和它的李代数 的交； 这时 
我们假定了群 SU 2 m 和李代数 SU 2 m 都作为在欧氏空间中的子集合,其中 
〆 看作是 mxm 阶复矩阵. 

证明命题的第一部分，即每条极小测地线唯一地由它的中点给出，由公式 
exp ( tX ) - ( c0S7Tt ) E 2m + ( sm 7 rt)x 得到. 当 t = 0 得到 E 2m , 当 f = 1 得到点 

- E 2 rn ， 而当 f ^时得到矩阵 X . 于是测地线 7(*) 的中点同于矩阵 X ,显然形 
如 gX (} g ~ l 的矩& X 的集合等同于那些反埃尔米特矩阵同时又是酉矩阵的集 
合，后者即为矩阵方程 X 2 = — E 2 m 的解.特别由此可清楚 看出， 可将格拉斯曼 
流形看成是 C 2 m 中所有酉复结构的集合.也清楚看出，酉群 SU 2rn 与线 
性子空间的交与满足；^二 - E 2 Tn 的矩阵的集合相同.引理得证. 口 

引理3每条在 SU 2 rn 中连接点 与一 的非极小的测地线 7 的指 
数不小于 2 m + 2. 


证明由测地线指数的定义出发，我们应该计算沿测地线7与点 E 2m 共轭 
的点数（在从五 2 m 到- £ 2 m 的这一段上)，由对雅可比方程（其解为沿渕地线的 
雅可比场）的显式方程我们得到了由线性变换:抓 2m — ^ 2 m 的 IE 特征值 
定义的所有对偶点，其中算子 Kx ( Y ) - R ( X , Y)X = \[[ X , Y }, X ] 由黎曼曲率 
算子产生（对于群的情形化为三重换位子,参看 [1], 卷1,§§30, 36), 如同前面所 
表明的，可以假设矩阵已被对角化，从而有形式 



其中匕3 


2 

由换位子的显示公式，我们得到 ： f 即)，即 ^ x ( Y )= ■ ㈨ — 

直接计算表明，在那些使点7⑷沿7与点丑 2 m 共轭的 t 值由下面的式 

子给出：…（对任意数偶 D ). 在区间叽1)上，当 

kj — k{ kj — k\ kj — ki 

IJ 固定时的共轭点数等于 ^^-1 . 假设卜 > 知，那么我们得到测地线7的 
指数公式 

^ — ^2 ^3 — ^1— 2 ) - 

kj>ki 

从这个显式公式我们看出，对于极小测地线而言，其指数为 a 现假设渕地线不 
是极小的.考虑两种情形： a ) 在数&中至少有 m + 1个数具有同一个符号; b ) 
在数 ki 中正好有 m 个正数和 m 个负数 T 但不是所有的都等于土 1. 于是得到 
fx ^ 2 m + 2-引理 得证. □ 



§35. 博特的酉周期性和离维变分问题 
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回到酉周期定理的证明，即稳定同伦群^(⑺以2为周胤群 MW 二 
n 2 ( U ) = 71^) = ■■■ 平凡，而群 ^( C /)- ^{ U ) - TV ^ IU ) =…同构子群 Z - 

引理4考虑极小测地线集合（同胚于复格拉斯曼流形 Gg n ， J 在道路空间 
^( SU 2rn , E 2m , - E 2 Tn ) 中的嵌入.那么该嵌入诱导了在所有维数+超过 2 m 的同 
伦群间的同构.因为成立等式 7 Ti ( nX ) = 7 T t +1 pO , 故最终得到了 7 T ,( G 5 m ^) = 

兀 !+ 1 、 SU2jn)- 

证明 考虑在道路空间 0( SU 2 mj E 2 Tn ，- E 2 rn ) 上的作用泛函；其临界点（在 
该点作用泛函达到极小值）为极小测地线，它在 SU 2 rn 中连接说 m 和 —£ 2 ‘于 
是这个泛函的极小点的集合同胚于 G ^ m . 同时，如同上面所证，此泛函的其他 
临界点（即不同于极小测地线）的指数^小于 2 m + 2-应用到这个莫尔斯理论 
的泛函（对于充满了非退化临界子流形的退化临界点的情形)，我们得知，道路空 
间 0{ SU ^ E ^- E 2 irt ) (看作为无限胞腔复形）由作用泛函的绝对极小流形通 
过附加维数不小于 2 m + 2 的胞腔到该流形（它同胚于 GU 上得到.于是，空 
间 Q { SU 2 m , E 2 m ,- E 2 m ) 的同伦群在维数 i < 2 m 等于作用泛函的绝对极小流 
形的同伦群 . 引理得证. 口 

引理5成立同构 


证明（参看 [1], 卷 H ，§24.) 考虑标准的纤维丛 t / m+1 — 纤维为 t / m; 

由它的正合同伦序列立即得知，当 i S 2 m 时 〜_!(‘）= ^{ U ^ r ). 另一方 
面，由纤维丛; 7 2m — U 2 m / U m (纤维 t / m ) 的正合同伦序列得到 7 当 i < 2 m 时 
^{ U 2 rTl / U m ) - 0. 这等价于引理的论断.证明结束* □ 


现在把所有这些命题集中一起，我们最终得到酉周期性 定理: 


— 7Vi^l(SU2m) ― 7Ti+l(^ r 2m)- 


我们来写出这个同构链的显式形式.设 A — : - Urn 为连续映射，它代 

表了同伦类 [/! G ^( Un . y 由这个映射构造出映射 / i +1 f +1 — SU ^ 为此， 

我们表示群为矩阵群 { p }, 其中少=(^ | a | 2 + |^ j 2 = l , 并从群5% 

中分出一个子集，即二维圆盘 f D \ 它由下面的条件给出 ： p € f D 2 ^€ 

然后把这个二维圆盘 A 2 嵌入到群中,这个嵌入公式为 


j ： P-*P<S> Ejn - 



另外，我们在圆盘上考虑光滑曲线 f y ( P ) - { p { a , S 3 )\a = ir,T e R,r ^ 
卟令7(妁 = 格拉斯曼流形中的点映成了算子 ff ■■ C 2m — C^ y g G 
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SU ^ g 2 =-哚 m 的对应于特征值 A =《的不变平面.于是对于点7 6 7(奶，我 
们有： 7 3 =—岛 m ，即 7( 奶 e G^ m c SU 2fn ,0 <0< i . 考虑在 G^ m 中下列 
形状的元素 g 的 集合： 


9 = 9{^Jr, (3) 

= [五 m © f ~-\ ( cr )] * bG r 』)© 五 m ] ■[五 m © fi - l (0% 


其中 7 € S ^ Ji ^ CT ) e t / m .当点 =1, 我们得到球面 S 卜 1 的映射 

\-fr-\{^ o } 

而当0 s 0 < 1时，集合 { g { ff t ir t ^)} 表示为球面^的像，其中 { g ((7^ ir t 0)} G 


定理1 (福明柯， * OM emco ) 设 /w : S“ l — U m 为连续映射，它代表了 
同伦类 [/] eTTi -! ([/ m ), 由周期性定理知，群 7 m ( a m ) 与 7 r i +1 { U 2 m ) 同构.这个 
同构有下面的显式表达 ： /^i — f i + i , 其中 


Mi : C/ 2m 定义为 / i +1 : S i+1 — SU 2 ‘ 


g{G,a % !3}= 


( otE m ^/i-i(cr)\ 


即对应关系 一 f i +1 所关联的是同伦群 TT ^ jt ^ O 中元到同伦群 
中的一个元,从而给出了周期同构. 


证明考虑集合 


没 ( 疗， Ct ， 卢 )= [^n ㊀ 八 ― 、 (^)]!^ 。， 出 ㊉ 五 m] [ 五 m ① /i-1 O 7 )]; 


于是 g ( a , a t 0) 可以表示为球面 0 +1 在连续映射 / i+1 : P +1 — C 

SU 2m 下的像.因此 T 如果 e U m 是同伦群 ^( U ^) 中某个元，于是 
f w S i+l c SU 2 m , 并且由上面所描述的显式构造（并考虑到经典的周期性同构) 
立即得知对应关系 — / i +1 产生了酉周期同构.显式表达的公式 

9(^ a , 0) = f i +1 ( S ^)=( aE ^ 邱- 1 ⑷） 

通过边缘映射（参看上面关于它的显式表达）与某个映射的组合得到，其中的这 
个映射把由那些从点 E 2 ttv 引向点 ^ E 2 m 的极小测地线束组成的 14 球体”（即球 
面的映射）带到由所有这个束的测地线的中点组成的 球体; 面这个球体位于格拉 
斯曼流形之中，定理得证， 口 
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那么，从几何的观点看，周期性的同构构造起来相当简单. 

第一步.需要从群&中取出球体并利用对边缘算子& - 

7 T , ,( U m ) 的考察.把这个球体化为嵌入在格拉斯曼流形中的球体（见上^的显 
式表达式). 

第二步.需要取所得到格拉斯曼流形中的球体,其中的格拉斯曼流形表示为 
群 su 2m 与其李代数 m 2m 的交（在它们作为嵌入到所有 2m X 2m 阶复矩阵的 
线性空间中的子集).利用这个交集正好与所有极小测地线的中点的集合相同这 
件事实（其中的测地线是群 SU 2 m 中从点 E 2 m 到点-五^的)，并考虑其中点 
位于格拉斯曼流形中的球体所有测地线，则得到了也在群 SU 2m 中的球体.这个 
球体是原来球体在周期性同构下的像.上面所证明的定理给出了这个同构 
的显式表达式. 

如果 m = 2,则对最初的映射/ 3 :炉 — 可以取为恒同映射/ 3 (^)= 

( V _) 2 + ly | 2 = 1;于是[/ 3 ] =- 1 e T ^ iSlh ). 现转向 m = 2 2 1 2 3 ,2 4 ,- - , 
\—V 冗 J 

我们得到映射 Mm ■， s 2M - su 2 ^ 其中 [/ 2 ^ + i ] = I e ： 3 1- 最 

后，我们注意到，映射等同于一种熟知的“对偶”映射 ^ fc+l! 它出现在克 
利福德 ( Clifford ) 代数理论和正交群的旋量表示中.但须在这个映射定义中将系 
数域欣换成作复数域 C - 

我们来进行这个比较，因为这也给出了对酉周期性同构的一个显示表达式, 
并且有更简明的几何刻画.以下面的方式构造映射 

GL ( N ： C).g : — GL ( M ； C ) 为两个连续映射.因为 C R ' P - 1 C 

故映射 f 和 g 可以分别延拓（由齐性）到欧氏空间和我们定义映 


射 ] R -+-\{0} — GL (2 iVfiV ， C ) 为 


f * g - - 


( /(^) ® e m 

\E n ^} g(y) 


- '0 g* {y) \ 
r(x ) ⑧ Em ) 


其中广 = 7 T -9 v = 9 T \(^, V ) C IET x ^ (0,0). 因为 oj = f ” 

定义在 ltr + m \{0} 上，故有映射 s n+rn ~ l "V GL (2 MN ；€). 如果 a ; S 1 ^ 
GL 0, C ), a ( z ) = z ,\ z \ = 1，故 _ * ct (2 fc + l 次)，如果取对应于映 
射的映射 S 2 ^ 1 ^ SUw 作为 a 2fe+1? 则显然得到恒等式 a 2k+1 = f 2k+l . 

H 以高维变分问题的观点研讨酉周期性 

前面所描述的周期性定理根据的是一维的泛函理论（即定义在酉群中轨线 
上的作用泛函).我们发理，周期性同构的最自然的方式存在于对高维（在我们 
的情形为二维）变分问题的考虑之中. 

在经典的处理中 7 酉周期性同构被分解为两个同构的复合,其中每一个提高 
了同伦群一个维数+要求将维数提升两个单位是完成这两个步骤的结桌（见前 
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一小节中的阐述)，完全对应了经典的证明方法，在那里应用了一维的作用泛函 
和长度泛函；它们定义在一维圆盘 Z ? 1 (即线段）的映射构成的空间上.我们来 
更仔细地考察这个过程，设固定了一个一维圆盘 = S ° (零维 球)； 于是 
^ = ^( SU 2 m 7 E 2 m ,- E 2m ) 为圆盘 D 1 到群 SU 2m 里的连续映射/的空间，其 
中的/满足 /|w = ( B 2 rn ,~ E 2m ), 即该圆盘的边缘总是映到同一对 

固定点，在空间珥= Q ( SU 2 m , E ^- E 2 m ) 上作用泛函£定义为 



duj 

dt 




其中 U )( Q ) = = -^2 m , 这个泛函自然地与长度泛函 



duj 

dt 


dt 


有关.像在卷 i 中指出的，泛函 l 的临界点（极值曲线）的研究被化成对 
泛函五的极值曲线和性质的研究.作用 泛函五 （从而长度泛函幻达到了绝对 
极小的那些点（轨线）的集合是空间巩的一个子空间，它同胚于格拉斯曼流形 

因而（如同由一维莫尔斯理论所得到的那样）空 N 邛的 2 m 维骨架同 
伦^价于空间的 2 m 维骨架_换句话说，可以假定酉周期同构的解析部 
分包含于同构 


— ^(^ l ) = 〜（灯1) 二 ^i+l{SU'2m)^ 

这是因为后续的一步纯粹是一神同伦事实的推论，与泛 
函数五没有任何关系了. 

上面描述的周期性同构的几何机理提示了不用两步而只需一步就能得出这 
个同构的可 能性； 如果不是利用 ™ 维变分而是二维的 ： 便能做到，就是说要选取 
适当的二维泛函.事实上，这种可能性是存 在的； 特别它还更加简化了周期同构 
的几何刻画.我们转向髙维变分问题的研究. 

考虑在特殊选取的映射空同上的二维泛函，我们将因此得到周期性同构.在 
群 Slhm 中考虑嵌入在其中的圆 

w = (H) ， |Q j =i ， 

它是个单参数子群，我们将其固定.在这里我们要按一维情形的类比进行处理, 
那时在群 SU 2 m 中被固定的是个零维球面妒=.设 Z > 2 为边界 
的二维圆盘，其中有标准的欧氐 度量； 固定映射允 ： f — Slh 它将圆0 
等距地映到圆邡. 
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以77 2 代表所有连续映射 SU 2 m 的拓扑空间，其中 /| sl = :空间 
il 2 具有胞腔复形的同伦型.考虑子空间邛 C il 2 , 它由所有泛函空间 
中的所有映射/构成，这个空间 HUD 2 ) 由下面定义（这样做是为了使问题提 
得精确和恰当）给出. 

设 G 为欧氏空间 TSTb 1 ， …， f ) 中的一个区域.我们说，函数 u : G R 
属于函数类 H ^( G ) 当且 仅当： l)ue L P ( G )， 即 p 阶 可积； 2) 存在“广义导数” 
D a u , 即存在那样的函数 e L p ( G )^ a = ( ai ,' -- 為)， 0 < | a | g m , 使得对任意 
无限光滑具紧支集的函数 S 成立恒等式 

I g(x)r G [x)dx — / \D a g(x)\u(x)dx. 

Jc Jg 

这里的 M % + - ，: 如果爪=1则 

\a\ = 1 . 

如果/ :，则/ e 所(1? 2 )当目_仅当这个映射的生成坐标函数属 
于 HUD % 我们把在一维情形中映射/为逐段光滑的要求换成了映射/属于 
类琦(沙). (对一维莫尔斯理论来说，这样做是必须的). 

在空间/7』上，我们定义狄利克雷泛函 D -. Ui ^ 对每个映射/ G 玛相 
配一个在映射/上的狄利克雷 （ Dirichlet ) 积分的值 D [ f \ (见后面的定义).这 
个狄利克雷泛函是一维作用泛函的二维类比，同时作为二维面积的泛函也类比 
于一维的长度泛函（参看[1]，卷1,§32),让我们来回忆狄利克雷 （ Dirichlet ) 泛 
函的定义.称函数 r a { x )^= ㈣ lf ." ,知）为 u 的导函数，以 W ( u ) 或表 
示；如果 a = 0,则= i /. 现在设 M 和 V 为黎曼流形，其度量张量分别是 
9 ij ( x ), x ^ M - g ^{ v),v G V . 对每个映射 f : V ^ M , f € H ^[ V , M ) 7 联系了一个 
混合型的 张量： 例如4 = <~其中 〆 为点 z = /(W e M 的局部坐标，而微分 
则是上面指出的意思.以表示对混合型张量的总共变导数.我们定义两个 
张量 X ^ yj , 的内积为 - 现设 / e 


m = 



(4,蛘) 


号 


dv ^ 


其中办为在黎曼流形 V 上的黎曼体积元，面 n 二 dim V . 如果对定义在/( V )上 
的任意邱类的向量场礼0有 5 D[f - v ]=0, 则称映射/ € H ^[ V y M ] 为调和的. 
对泛函 D [ f ] 的相应的欧拉方程有形状：/ = 0 . 可用直接计算验证它. 

在我们的情形，我们选取二维圆盘 D 2 作为流形 V ;于是？^ = S 气 从而 
狄利克雷泛函（二维的作用泛函的类比)!?[/】有形式 


m- 1 



[{x\,xi) + {x\,x^)}dv = 


- j Qij{x\a^ ^-xlxi)dv. 
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其中为群 SU 2m 的度量_ 

这时该群在空间中实现 T 而度量&为欧氏度量的限制.泛函 D 的 
—阶变差为 J [x) x , ▽〆 )叙 如果二维圆盘 D 2 以欧氏坐标 w, I ， 

参数化，则得到了 V 


D[f] = 

SD [L v] 


2 



[(^ u ^ u ) -h ( xv ^ x ^ dudv^x = ( x 1 , …： x p ),p = dimM ] 





Dt} 

du 


Di ] 

dv 1 


dudv , q € Ill { D 2 ). 


在映射空间坷中再考虑一个泛函 41/], 它对每个映射/ e 项对应下面的 
积 分值： 

I V ^ tndudv . 其中/? = f ( ^^ } V 

Jv 、 (: 心） 

即泛函 4/] 是二维面积泛函.熟知的结果表明 D [ f ] (参看 [1], 卷1，妍), 
同时等号成立当且仅当映射/为广义共形.例如，在三维欧氏空间中的二维极 
小曲面情形，这意味着曲面的极小径向向量在共形坐标下总是调和的（即在其 
诱导黎曼度量下具有对角线形状).我们也留意到，在这里仍看出与一维情形的 
类同（参看前面具固定端点的道路空间)，这 就是： 作用泛函五和长度泛函 L 以 
类似的关系 相关： L 2 ^) ^ E ( w ), 同时等式成立的充要条件是映射给出了极 
小测地线，它从点 ^(0) 到点 ut ( l ) (相对于自然参数). 

完全像作用泛函五一样 7 二维的狄利克雷泛函 I ?允许舍去所有那些映射 
/，它们与调和映射/ 0 只差一个在 D 2 中一个连续的参数变换，这并不改变面积 
泛函的值,但一般说来，会改变狄利克雷泛函的值. 

我们留意到（我们在以后会需要它)，成立同构決 ： ^(/ T 2 ) ^ ^ +2 (5 t / 2m ), 
以及 空间巩 同伦等价于具定点的所有连续映射妒— SU 2 rn 的空间瓦.第一 
个断言是二重闭道纤维丛的正合序列的显然推论 - 

定理2 (福明柯）考虑群 SU 2 m 和泛函空间 Ih ' W 2 . 在空间邛中考虑子 
集它由所有点（即连续映射）/组成 f 在这些/上狄利克雷泛函 D[f] 达到 
绝对极小.于是满足下列 论断： 

a ) 集合 W 同胚（作为拓朴空间）于群 I ; 

b) 嵌入 i ： w n 2 诱导了同伦群的同构：当 s s 2m 时夂： 

7 V s ( Um ) ^ A (出) ■ 故而空间芘的 ( 2 rn ) 维骨架同伦等价亍群 t / m 的 (2 m ) 维骨 
架， 并且复合同态 

卢2。 L : 7 T s ( f / m ) ^ s ^ 2 ( SU 2 m ) 

当 s ( 2 m 时是个酉周期同构. 
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注因此 ； 利用二维狄利克雷泛函并考察其绝对极小的集合可以一步就得 
到酉周期性同构（立即升高了同伦群的维数两个单位) 7 不像在用一维作用泛函 
和长度泛函时要分“两步走”. 


证明定理的证明以下面一系列引理的形式进行.首先考虑在群 
的二维球面，它的表达式为 






, ct, /3 ^ M, ty ^ 



其中的一个半球面，即由不等式0 > 0给出的 那个： 它等同于二维圆盘其 
按上面的方式嵌入在群別 7 2 m 中了球面硝的赤道0 = (1} 为圆均，因为球面 
的嵌入绵— SU 2 m 可延拓为嵌入 — SU 2 m , 故球面珣是群 SU 2m 的一个 
全测地于流形，从而更是个极小于流形.我们记得 7 所谓子流形为全测地的是说: 
如果任意一条测地线在一点切于这个子流形则它就整个在此子流形上.于是由 
黎曼曲率张量限制在全测地子流形上的显式表达式知道，任意全测地子流形为 
局部极小.在李群中、在全测地子流形上的黎曼曲率张量是承载群分解为直和 
时，它的黎曼张量的一个直和因子+ 

于是，圆盘也是群 SU 2 m 的全测地予流形.考虑全测地子流形 D 2 { x ) C 
SU ^ 的集合妮' 它具有形式 D 2 ( x ) = xDlx - 1 形状 5 其中 z G 677 2 m 使 x ^- 1 = 
s 对 se 琦为任意点时成立. 

引理6集合同胚于空间 C / m . 


证明设 D 2 { x ) e 于是对任意 s G 和有似= 邮. 因为玲= { aE m + 
aE m , | a | = 1}, 故由此知 其中 A , D e I 7 mt 即 z = (£ m e © 

A ) = xi ( AeA ), x 1 = 因为 （4© 二 d [ A ^ A) y de A e U m 

为任意元：故 


D 2 {x) = 



C = DA ~ l . 


由于 0 > 0, 故矩阵 (7 由此条件唯一确定.因此我们可以把每个圆盘 D 2 {x) 相配 
一个元 C e 记为 C = ■设 C [ D 2 ( x )] = C [ D 2 ( x r )\, 显然有 x r x~ l e 

{ ABA }, 从而圆盘 D 2 ⑻和 D 2 ( x f ) 重合,反之，如杲 （7 e 则 C = C [ D 2 ( x)l 
其中 x = ® C ; 这就是说 7 建立了一个对应关系 D 2 ( x ) — C [ D 2 ( x)] t 这就是 

我们所要的在与 I 7 m 之间的同胚.引理得证. 口 


现在我们来构造嵌入 t/ m — 灯彳.设 g G 于是由此元素唯一地构造出一 
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个二维圆盘 


D^E^^g ) = 


(Pg 


那么，如果讥 / 此则(心 ㊉ 办）=珣-设紿 ： 1> 2 — 为固 
定的映射.令 i (狀二（心 © gMOi^m © r 1 )， 其中 G Z >' 显然 ， i : & — i ⑻ 
是我们想要的嵌入：化 — 77 2 '.由上面所证的引理得出，映射 i ( U Tri ) C Hi 的集 
合与映射 Ad x 0 i Q 形状的集合相同，其中元素; p 历遍整个群 G = { A ^ A } <z 
U 2mt G = U m , 即集合 i ( U m ) 是点 i 0 € 77』在映射集合 // 2 上的群 G 的共轭作用 
下的轨道. 


引理7 同态 汍。1 ^ a ( U m ) ^ 7 T 3+2 (5 t / 2 m ) 与酉周期性同构相同. 


证明 设 


[( ft :) 。 U](/)H = D 2 [ E m ^ f ( a ) = 


(^ f ( p ) 
\-Pf-\a), aE m 


由前面一节和一维莫尔斯理论当即得到：同态 ft 在 s € 2 m 时与酉周期性 
同构相同.由于汍在任意维数都是个同构，从而知道 L : n s ( U m ) - h (77 2 ) 当 
时也是个同构，所以 / J 2 的 2 m 维骨架同伦等价于的 2 m 维骨架. 
引理得证. 口 


因此，嵌入 m — 77 2 满足了所有必须的要求.剰下来要证明的是满足等 
式 i ( U m ) = W . 

我们考虑欧氏空间 R Sm \ 它等同于所有 2 m x 2 m 复矩阵的空间 C 4m \ 其上 
陚予了双线性形式 B ) = R G ( tTAB ^ B *= B T . 于是群 SU m 等距地，作为 
光滑子流形嵌入到半径为 孤 的球面沪 W - 1 中； 并且在此光滑子流形上诱导 
出了一个特殊的黎曼度量，它对群 SU 2 m 上的右和左的平移不变.这个度量显然 
同于基灵度量.因此在群汾 7 2 m 中的许多度量关系以所嵌入的球面沪 W — 1 的观 
点来观察是有益的.我们首先从群在球面中这种等距嵌入的存在性上得出一个 
推论.例如，在群 SU 2 m 中不存在二维 - 盘的保持其边缘闲二 3 DI 不动的 
无穷小变差（扰动) ； 使得扰动的圆盘是群 SU 2m 中的极小圆盘但不是全测 
地的圆盘.事实上，假设存在这样的变差.我们注意到，圆邡 C SU 2m C S ^- 1 
是在球面 s ^ 2 - 1 中的一个大圆弧，而圆盘碑是球面 S 8Tn2 ~ l 的中心平面的截 
影，即这个三维平面通过了 R 8 - 2 的坐标原点.因为圆盘不是（依照假定）在 
群 SU ^ 中的全测地子流形，故它在球而 s 8 m 2 - 1 中也不是全测地的，这就是说， 
它不能由通过绕圆珣的旋转得到.由此得知，它的面积在线性近似下严格 
地大于饵的面积，即从 > 0. 故而圆盘踩不是极小圆盘，与假定相矛盾.因 
此,任意圆盘 ^ 2 {^ r ) G W f 的任意变差或者保持了 D 2 { x ) 的全测地的性质（从而 
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这个变差化为绕其边缘圆玲的圆盘的旋转，在这里使用了承载群 SU 2m 的某 
个内自同构给出的旋转)，或者破坏了它的局部极小性（至少在一个内点上 

引理8存在嵌入」 ( t / m ) C 阶+ 

证明因为每个映射/ e i { U m ) 的形状为/ = 故只要验证点 

.0 是狄利克雷泛函乃的绝对极小点即可.因为 SU 2m c 5 8 - 2 - 1 ,并且圆盘饵 
是球面的中心平面截影，故映射是面积泛函4的绝对极小点.又因 
为任意极小向量是调和的（在相应的局部坐标下)，故这个映射4是狄利克雷泛 
函 D 的临界点（:我们也注意到，从映射 k 的显式构造可得出 k 的广义调 和性; 
见前面的内容).因为总有不等式4[/] < D [ f ], 故清楚看出映射&是狄利克雷 
泛函 D 的绝对极小点.引理得证. □ 

引理9有等式 i ( U m ) = W , 其中呢为狄利克雷泛函 P 的绝对极小点的 
集合. 

证明设/ :炉 — SU 2 m J\ sl = jo 为狄利克雷泛函 P 的绝对极小点.在 
前面的引通中已证明.泛函在绝对极小点的值等于 D [ i 0 ] f 从而这个值等于 
A [ i 0 ], 因为 4/] < Z?[/j = D [ i 0 ] = 故 4/] < A [ i 0 ], 但因为这个关系可在 
球面 S ^ 1 的标准度量下考虑，故显然有 4/] = A [ iol 从而 f { D 2 ) C ^ 3 - 1 
是个中心平面 截影；此外， 映射/是调和的，延拓全测地的圆盘 f ( D 2 ) 到球面 
5 2 ,它是在球面 5 s - 2 - 1 中的全测地球面（进而是群 SU 2 rn 中的全测地子流形)， 
我们在群 SU 2 jn 中得到了两个全测地球面邡和炉，同时硝0互 2 D 3五 2 m . 
包含这些球面 J ^和妄 2 的极小子群是同构于群的子群 G 和两个嵌 
入 W : G — Sh ' Gi — SU 2 rn 定义了群见/ 2 在群 Slh 爪 的两个忠实表 
示.因为 St / 2 的秩等于1,故可假设圆利是极大环 = S 1 C SU 2 的像，其 
中却 c :而 r 2 m ~ l 是群 su 2 m 的极大环面.因为这两个表示％和叱 
在环 r 1 ( T 1 为在群^7 2 中的极大 子群； 在现在的情形中，这个环面是一 维的， 
并同胚于圆）相同，于是它们等价，就是说，存在元素 f e su 2m 使其满足等式 
= Ad x oa 2 . X, 嵌入在群&中的两个球面邠和 xS 2 x ~^ 还可以结合上一个 
内自同构 Ad x ^ 于是在球面砧中我们得到了两条测地线 :均和 x r xSlx -^~\ 
那么，存在元素巧 e 使得宄三 x 2 x l xS ^ x ^ x ^ 1 . 所以自同态把映 
射/转换成了映射‘其中发=同时保持了抝不动，即/ € i ( U m ). ?[ 

理证完. □ 

那么，定理的证明就完全结束， □ 

从上面我们注意到，集合见中的点不仅是对两个泛函4和 D 的极小点， 
而且也是“全测地”点（即全测地映射).这种情形在一维时也是如此，不过在那 
S , 任意轨线的极小性自动地蕴含了它的测地性;在二维的情形,完全不能从二 
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维圆盘的极小性得出在它的承载群中的全测地性.另外，集合中的圆盘是边 
界为邡的唯一的全测地圆盘 D 2 ; 换句话说，如果映射/ e 玛为泛函 D 的临 
界点，又如果圆盘 /( D 2 ) 为全测地的，则 / Ely . 

m . 以高维变分的观点研讨正交周期性 


类似于上面所证的酉周期性定理，对于正交群也成立周期性定理（并相应 
地称为博特的 正交周期性定 理). 

定理3成立同构 MO ) ^ ^ + H (0), 其中 o 为稳定正交群： o = 
o n c o n +1 为标准嵌入.除此之外，正交群的稳定同伦群有下面形状： 

7Tq = 之 2, 兀 1 = ^2 = 0, 7T3 = Z,7T4 = 7T 5 = 7T 6 = 0, 

7iJ — Sj 7V{ = 7I^+g, 

证明我们只证明这个结论的第一部分，并一开始就应用髙维变分的工具. 
关键之处在于标准地利用一维莫尔斯理论去证明正交周期性定理要由8个步骧 
构成（类似于在酉周期性定理的标准证明中由两步组成)，而与此同时，如果应用 
定义在 S 维圆盘（代替齒周期性的二维圆盘）的映射空间上的狄利克雷泛函，就 
让我们立即，就是说一步，便得到了 同构： 〜(0) = n ^ siO ) (但有点不太严谨)， 
考虑 p x P 维实矩阵的欧氏空间其中的欧氏内积写作 < p { A , B ) = 
tr ( A 5 T ) 的形式.于是群 SO v 等距地嵌入在标准的球面少 2 - 1 中，其中球面 
的半径为(球心在点 0), 是该球面的一个光滑子流形，而欧氏度量 ^( A , B ) 
在其上诱导了一个双边不变的黎曼度量,度量的形式等同基灵形式.群的 
李代数％作为满足 X T = - X 的矩阵包含在空间 Rf 中，并且交集 fl SO p 
在 P 为偶数时是紧的对称空间 SO p / t / ( p /2) .以 QAp ) 记交 so p f ] SO p ； 于是显然 
地】流形仿⑼正好由那些满足 g 2 = - E 的元 ff € SO p 组成，就是说，仿 ( p ) 与 
W 中的复结构的集合相同.现在令；> =16「；于是 SCW 有8个反交换的“复 
结构”或算子 ； 我们把它们记作 U 2, … ，如乃 = + J k J s = 0^/8. 
所有的向量^ 8) 都在平面 吨 〜中，并且由于反交换条件知，它们 
全部两两正交.除此之外，每个向量 JV 还与向量五 S SO lGr 正交，故而球面 
= {x G SOiGrk = a 0 £： + a 1 Ji + … + a H J s ; ( a 0 ) 2 + ■ … + ( a 8 ) 2 = 1} 为 
球面 SHQ = 256 r 2 - 1) 的通过坐标原点的平面截影，从而在球面^和在群 
so 16r c 炉中为全测地的.显然，有等式綿 n 吨心=邡 fl 仏(价）=駕，这 
里的式是全测地的赤道，它由方程/ = 0给出.我们在群 SCW 中固定一 
个全测地球面瑞= { x\x = a°E + a 1 J L + ■ ■ ■ + a T J 7) ( a 0 ) 2 + ■ ■ ■ + (« 7 ) 3 = 1}; 
球面邱是全测地 S 维圆盘邛 C 邱的边缘，其中 = {x € 塊; 4 > 卟 
设 为在欧氏度量下的标准的 S 维圆盘 ， f =如 3 」"为#到半球面的标 
准映射，在边缘 dD s = S 7 上为恒同， V 为半球面 i 〃(乃 s ) 在群 50 i 6r 中一个 
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唯一的等距嵌入，使得在球面 i f / s 7 上与固定的那个等度 嵌入允 ：V 4筇相 
等.令 i 0 = if o i fi : D 8 ^ S 0 16r . 考虑所有连续映射 f : D 8 — SO lGr 的空间 
Ih 、 其中的 / 满足 /|y = .扣.设邱 c J 7 S 为由所有属于类的映射 
/ : D s ^ 50 16 r 的子空间.在空间呢上我们考虑两个泛函 A [ f }： 面积泛函， 

即 A [ f ] = f Vdet Qdv 和狄利克雷泛函 

7d 8 


D[f}^ 



S 


(it 、， 


dv 



8 




di \ 


于是对任意 / e 珲有 A [ f }^ D [ f }. 




以 A 表示这个标准的同伦群的同构： TT ^ iJs ) = 7 V s ^8( SO ^ r )- 

I 

定理 4 (福 明柯） 考虑群 SO ^ r 和从8维圆盘到该正交群的映射的泛函 
空间 77 s 和邛.在空间邛中我们考虑子集呢，它由所有那些点（映射)/组成 
使得狄利克雷泛函 D [ J ] 在其上达到絶对极小值 T 于是成立： 

a ) 集合同胚于 iK 交群 a ; 

b ) 嵌入 i :呢 — 项 — J 7 S 当 s ^ r -2 时诱导出同伦群的同构 L :7 r s ( fV )— 
Tr ,(77 8 ); 所以 空间兩 的 （ r -2) 维骨架同伦等价于群 a 的 ( t --2) 维骨架，从而 
当 K r - 2时，复合映射 : 〜(⑷工 ％ + s ( SCW ) 为正交周期性同构 ■ 

证明因为群 7 T 2 ( t / 2 m ) 平凡、故空间现连通，又因为 7 T S 0 O 16 r ) = 心 ，故 
空间风不连通 f 并由两个连通分支组成；由下面的证明我们将看到，集合研也 
是由两个分支组成，并且空间玛的每个分支正好包含了集合 W 的一个分支， 
并且当 7" — DO 恰好收缩到这个连通分支- 

现在考虑群 SO ^ T 的子集‘它是由所有那些与复结构 Jl , …， ( 参 
看前面对它们的描述）反交换的复结构 J 组成 • 也就是说与由方程= 0给 
出标准6维球面邻 C 柯的每个点反交换+例如、显然 A G 你是那样的元 ■ 
直接的代数计算表明空间％由两个连通分支组成，另外它还同构于 a . 还有， 
空间 J ? & 包含了垂直于所有向量五,4,…的平面中的闭道-可清楚看出， 
sma 8 = { j ^ 从而 = ^ 是一个点 t 

对应于每个点1 e ^我们给出一个全测地球面 S ^( x ), 而它以标准的球面 
Si 为赤道.如果 x €俗，则向量 z 垂直于向量 … ^ J 7 { X J ^ = - J s x , 1 ^ 
^ ^ 7 ? 而向量五垂 直丁所 有的复结构) • 故张在基向量 - 上的 

球面是个球面#的中心平面截影，从而是群50 ! 6 ,中的全测地子 流形. 在球面 
S 8 { x ) 中考虑圆盘 


D s (x) - {y ^ S s (xy,y = /£； + …+ y r J 7 ^vly s >0}. 
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于是每个 X e f ?8 唯一地对应了全测地圆盘 D s ( x ), 使得 dD 8 ( x ) = 5 0 7 ,并且如 
果％妾〜则 D ^( x 1 ) r \ D 8 ( x 2)^ Sl 完全像在酉周期性的情形那样，可以定义 
嵌入 i : ^项 — > / J s ; 这是因为对每个圆盘 D s ( j ;), a ; e 存在唯一 

的等距映射 o ;( a :) o i " : D s — + w (3：) 。 i ff \ s ^ — 3 o \ 于是?: ㈤ =o i ” + 

引理 10 嵌入 〗 ：CV — 巩诱导了直到 r - 2维的同伦群的同构. 

证明设映射 / — CV 代表同伦群& ( O r ) 中的元 [/]; 于是在群 SO^ r 
中我们得到了集合 { D ^( x)},x ^ f ( S 7 ); i ( x ) c ni ， 因为球面瑞是固定的，故 
在群 S 0 16 r 中存在子集 S = U D ^( x ), 它定义了映射 F : — S 0 1G r 

勿 £ f{S 9 ) 

使得 F \ s , = f (球面 P 为球面的赤道)+现在我们考虑零维球面砹= 

^ k ^7 的序列.面定球面种^我们可以构造对应关系77 ： x ^ 
D ^ x ), 其中点 x € %,而轨线 D 1 ( x ) 是从点 J 7 到点 - 的极小测地线，它的 
中点为点: r , 于是 D 1 { x )^ Q 7 , 并且存在映射 : 5 S+1 ^ n 7 使得有关系 

F 7 ( S s+l )= U D ^ x ), F 7 \ ss =1 

^ ef(sn 

于是由一维莫尔斯理论知道，对应关系 f^Fr 定义了同伦群的同构 ^( J ? 8 ) 
7^ +1 ( r ? 7 ). 固定零维球面吸我们得到了对应关系 7 g ： ^ ^ Dl { y)^y ^ ^7；显然 7 
存在映射 

>6 ：以 2 — n Gj F^(s s+2 )= IJ d 1 ⑼，士 …= f 7 . 

yeF 7 { S ^) 

继续这个过程，得到了对应 关系: 77,76, … ， 71 ， 70 ， 其中 E = r/u; 映射 Fo : 
S^ B f ?0 - SOw ” 而且 映射凡 在周期同构下对应于 /; 因为 U [70。 

71 0…。 77 ( x)j =瓦故 F 0 ( S ^ & ) = F ( S ^ 6 ). 故可以认为凡 e 由于 
7 T s ( IJti ) = 7 T s +&( SOl 6 r )， 引理得证. □ 

因此，对于子空间 i ( O r ) C Us 己完成了我们所要证明的定理中的 b ). 佘下 
要证明的是满足等式灰= i ( o r y 

引理11有关系式 i ( O r ) cW . 

证明因为圆盘 i ( x )( D H ) 为中心平面截影，故现在的这个引理的论断完全 
像关于酉周期定理中相应论断那样证明，即由不等式 4/] s n [ f ] 推出. 口 

引理12成立关系式 i ( O r ) = W . 

证明设/ e W ； 即泛函 r 在这个映射/上取极小值. 设 i 0 : 1?谷 — 项 
(见前 面)； 于是显然有 A [ i 0 ] - D [ i 0 }. 因为 A [/] <叫/] = D [ i ^\ - A [ i 0 ] y 故完全 
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像在酉周期性的相应引理的证明时那样，建立了论断：圆盘 f ( D & ) 是个中心平 
面截影，它包含了作为其边缘的球面碭.设 : r € f ( D % 并设 向量; r 垂直于所 

有向量 , J 7 ; 于是有 z 其中7为在圆盘 f ( D ^) 中的测地线， 

满足 7 ( 0 ) = E 7 l ( l ) = - E . 长度 L ( 7 ) = Lief 、' 其中的测地线 7 '在圆盘 f { D ^) 

中， M y ( 0 ) = e 7 y (1) - -e, y Q) ='、 所以 7 为从五到-月的群 so 1Gr 


中的极小测地线.由 此有: 



€ J ? i ， 即 a : 2 


E . 因为向量: r 垂直于 


所有向量 4(1 ^ ^ 7), 于是 -^={x + j s ) G O u BP 1 - {x + j s f = ^ E . 因此 

xJ s + J s x = 0 7 就 是说； r G 他，因为 f ( D s ) = D s ( x ) } 故 / € i ( O r ). 引理得证. 

因此我们证明了正交周期性 ； 虽然这个证明不太严格，但并未应用“一维” 
莫尔斯定理. 口 


明显地 7 在辛群办„的情形也完全有类似的定理，我们略去其形式化的阐 
述以及证明.我们打算把它们作为高维变分技术的有益的练习留给读者了 

习题1推导下面的同伦等 价性： 

⑷ bsp^ non so- 

( b ) BO 〜 口 /?/? 办■(用同样的方法 0 

由这些等价得出前八个同伦群为 Z 2 , Z 2 j 0 7 Z 7 0,0,0^. 


在酉周期性的情形 7 我们有过如下的有用 命题: 集合 i(u m ) C n 2 为点 b € 
II2 在群 G = C/ mj G C 对见 的共轭作用下的轨道+在正交周期性的情形， 
对 i { O r ) 有类似的命题，但是我们在定理的证明中并没有用到它. 

命题1嵌入在空间码中的子集 W = i (0 T ) } 它是群 G C ^ O ier 在所有 
映射的集合％上的共轭作用下点 b e /7 S 的轨道，其中的 G = J s Os ^ O r . 

证明只要建立对任意全测地圆盘 D s { x),x G 存在元 g G 使 

其满足等式 = J s g {^- < s < 7) 和 gxg -1 - J R 即可 . 考虑 g G S 0 1& r , gJ 3 = 

J s g (^ ^5^7); 于是 gQ ^ g~ Y c j ? 8 , 且（沒郎没’ 1 ) fl % = 从分 _1 ，即 gD s ( x ) g ~ 1 = 
以(糾5 _] )■设丑为所有沒 e S 0 1 Gr 中使汉厶= JsQO - < s ^ 7) 的子群，并设 
p ( g ) = gJ s g ~ l 为 R — Q 私 的自然 投射. 我们考察在群 SOitr 中的平移^^心？. 
设分€丑,5 = expA,A E T e R . 因为没人=故力 A = 故容易看出， 

与 y s (l ^5 ^ 7) 反交换,就是说 Ja.g eC Qa ， 反之，设 Js exp A C 仏；子 
是 = J a A(l ^3^7 ), 或考 gJ A = Js 9 , 其中 = exp A {W g G R , J S H D %)■ 
由此得到％ = JsR . 故而投射 P 为微分同胚，并且对任意的 x e 存在有 
geR 使得 : r = gJ ^ g - 1 ^ 命题 得证. 口 
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结论 由上面已证的定理知道，发生在酉和正交周期中的机理都是一样的 T 
而最终的结果只依赖于在什么样的空间上考察高维狄利克雷 泛函； 在二维圓盘 
的映射空间的情形我们得到了酉周期性，而在八维®盘的畋射空间的情形，则是 
正交周 期性. 

如果不利用与一维作用泛函和长度泛函的有关知识能得到这两个定理的直 
接证明是颇有意思的事.倘若有空间压的 2 m 维骨架（相应地，空间 /7 S 的 
( r -2) 维骨架）到子空间 i(U m ) (相应地, i(Or)) 的可缩性就可以立即得到直接 
的证明了；这里的 i ( U Tn )( i ( O r )) 是狄利克雷泛函的绝对极小点的集合+就是说， 
相应的对子作用泛函的收缩性定理让我们可以得到 tth (碑 S 
看在闭道空间上经典的莫尔斯理论).但是对于高维变分问题类似的论断现在还 
没有出现+这与出现在高维“普拉托型”问题的研究中出现的典型的困难相关， 
在那里髙维泛函在包含了极值子流形中某个正维子流上可能是退化的. 


§ 26 . 莫尔斯理论和平面 n 体问题的某些运动 


在本节中我们以莫尔斯理论的观点考虑平 面 n 体问题 的某些运动.我们知 
道，在一阶近似范围内，太阳系中实际的行星在一个平面中运动，即在被称做的 
黄道平面中 . 整个系统的质心以高度的准确性可以假定与太阳的位置相同.该 
系统的运动根据经典力学的定律由牛顿位势决定.像通常那样，系统的运动由 
所给初值 决定： 需要给出引力粒子的在初始时刻的位置和速度.众所周知，这个 


系统的通解非常复杂（例如，按照经典的布伦斯庞加莱 (Brims - Poincare ) ^ 
理，该系统除了 44 经典”的外不存在运动的其他的解析积分 ). 

不管一般问题的复杂性，但也可以在所有解的集合中挑出一些自然的子集 
合，使它们能被简单地描述.这些子类中有一个被称做“刚体解”的，即那种特 
解，在它所代表的运动中，系统的所有物体同时以同一个角度在黄道面中旋转. 
换句话说，整个系统就像一个刚体，它绕着自己的质心旋转+在这个特殊情形中 7 
系统的物体之间的相对位置没有改变 ; 也与时间无关.在文献中有时称这样系统 
的周期解为“循环轨线 （Circular trajectory )”. 值得注意的情形是对这种 n 体 
“刚体解”的描述可化成对某种莫尔斯函数的临界点的描述，另外与光滑流形上 
莫尔斯函数自然相关的拓扑信息（见前面）让我们能做出关于这些循环解几何 
结构的重要定性表达式.例如，非常有意思的问题是：在二维平面的 n 体系统 
上，对应子“刚体解”的运动系统的构形如何？显然，远不是每一个由平面中^ 
个点形成的构形都能够产生该系统的循环轨线.当一组带质量物体的系统中，除 
去一个外其佘的质量都相等时，这样的特殊构形原來被某个对称的离散群所决 


定+ 

有时称这个构形为相对平衡系统. 
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现在来准确地提出问题.天体力学中的平面 n 体问题完全由 n 个正实数 
m ls m 2 ，…，决定.可以假设全部 n 个物体 由二维欧氏平面中的 n 个点表示. 
设坐标原点即点0与 n 体系统的质心相同.以_ _个复坐标勺=%+吶给出平面 

中第 j 个点的位置 ：因为 0是系统的质心 S 故满足关系式 f ： = 0. 因此此系 
统的构形空间是线性子空间 M 2 ^- 2 (复的超平面它属于欧氏空间= R 2ti ： 

M ' l7l ~ 2 = {bu …, z n ) e R 2ti g mjZj = °| ■ 

切丛 T { M ) ^ M X M (直积）是系统的相空间. 

系统的动能九由公式 

1 n 

K(v) = mi\v t \ 2 

i=i 

给出，其中 r 为速度向量， f ： m t v , = 0, h | 为在舻中向量奶的欧氏长度, 

1=1 

R 2n = IR 2 x - • x 1 R 2 (n 个因子 ）_ 

我们考虑在系统的构形空间中的一个特殊子集，它山 〜等 分线”超平面组构 
成,就是说 


系统的势能作为在构形空间 M \ A 上函数 V 给出: 





于是牛顿的经典方程给出了在余切丛 r * = T *{ M \ A ) 上的向量场 X . 系统的拘 
形空间为 M \ A , 而相空间为 TUM \ A ). 

总能量依公式 £ = K + V 给出_在坐标 ( z , v ) 中有： E ( z , v ) = 
K { v ) + V { z )- 定义在 T *( M \ A ) 上的函数 E { z , v ) 是流 X 的第一积分，即函数 
E ( z , v ) 在系统 X 的每条积分轨线 ( z ( t ), v { t )) 上为常数.除了这些积分外，系统 
X 还有一个积分（它在 r *( M \ A ) 上的一般点上与积分 E 函数无关)，即角动量, 
以 J 表示它，并且它由公式 


,J(z'v) = y^^mi[zj A^] 

i=l 

给出，其中 A ^] 表示向量积（或两个 1- 形式的外积): 

Zi A Vi] = z\v^ - z\v\, 
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这里的 A = ( zl ， zf),Vi — 是在平面 R 2 中向量 Zi , Vi 的笛卡儿坐标. 

考虑群 G = P 在 R 2 上的标准作用（即绕质心的旋 转)； 于是这个作用 
产生了在 A / C R 2 x … x R 2 ( n 个）和在切丛 T ( M ) 上显然的作用.另外， 
群 G 保持（即映到自己广平分线”平面厶 y = {& = q } 不变； 从面群 G 保 
持了 M \ A ， T ( M \ A ), K ， JW 不变.那么，流 X 自然地定义了在商空间 
T ( M \ A)/G = T (( M \ A )/ G ) 上的一个动力系统.因为还可以另外由在 C n 上 
伸缩群的作用给出商空间，故我们最后可以化该系绕到在 TiCP ^-^ A ) 上的系 
绕，其中的 S 为在上面所提到的作 用群： 旋转和伸缩下 A 的商空间.我们将在 
以后运用这个商空间，而现在再回到在 T ( A /\ A ) 上的原来的系统. 

所存在的这两个积分£:和 J 让我们能定义映射7 ： r ^ R 2 - R x R , 
其公式为 /⑹= ( E (0, J (0) ^ R 2 , 这里的 （ = ( z , v ) e T ( M \ A ) - T . 映射 
/ : T - R 2 是光 滑的; 我们考虑流形 r 的纤维化，其纤维为原像 
其中 （ qp ) = c , J (0 = p . 原像 7 ClP 对几乎所有点 ( c , p ) e R 2 为光滑 

子流形，它们 在了二 T ( M \ A ) 中的余维为2+由 J 的定义知，所有曲面^^是两 
个积分 E 和 J 的水平曲面的联合，在一般位置的点上有维数 4 n ^4-2 = 4 n - 6 , 
这里: T 的维数 dimT = 4 n -4, 

引理 1流形对于作用群 G = f 和对于流 X 不变. 

证明 立即由#在 C n \ A 和在 T ( C n \ A ) 上作用的描述得到 + □ 

因为 h (即常值能量的曲面 E = c 和常值角动量的曲面 J = ： p ) 在 f 的 
作用下不变，放给出了商空间乙= I CtP / S l 的恰当定义. 〜 

在经典天体力学的架构中所解决的一个问题是给出了曲面 A , P 和的拓 
扑结构的描述.我们现在考虑^体问题中的循环轨绕 + 

设质量 m u ,面定；如果构形 （〜■■ ，知 ） =之（由点的位 
置给出 7 其中= 0) 在沒 1 对腹 2 (从而对的标准作用下所诱导的运 
动4〗）= biW ，... ，4⑷）满足牛顿运动方程，则称这个构形 是相对平衡的 （记 
这种构形的集合为 H e ). 换句话说，每个点4描出了圆 Zi ( t ), 而点 z l7 …， 的 
相对位置保持不变. 

集合丑 e C M \ A 显然对于屮的作用和乘一个纯量的作用（即对于变换 
z ^\ z , X ^0) 不变.所以能恰当地定义出氏中一个等价类的集合 t (两个 
构形2和/被认为是等价的意思是说,如果它们经过正交旋转和乘以纯量后重 
合) ■ 

可以证明对小的 n ，〜 能被有效地描述（见后文). 

现在转向通过函数 V (位势）的临界点来描述相对平衡. 

考虑在 M cC n = K 2 n 中的内积 （ ，>，它由对称形式 
{ K 为系统的动能） 给出； 以 S K = Sp - 1 记在 M 中对于该内积的单位球面: 
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S K ^{ze M \ K { z , z ) = 1}, 在这里我们利用了 M 等距同构子它的每个切空 
间的事实（我们利用 M \ A 为线性空间中 2 n 维区域)，以 S k \ A 表示在 

中与等分面 A 百补 的集合，即 S k \A = S K \(S K n^ 我们看出，用流形 
S K \〜 可以刻画出水平曲面 事实上 举个特殊情形的例子：系统按水平曲 
面的运动，它对应了运动的角动量取零值的情形.如果 J(z,v) = 0 7 则有 
Y, m i [ z i Av i\ = - z i v l) = 由此得到下面的几何命题- 

命题1在具质量^^，…，的平面 n 体问题中，具有零角动量的动力体 
系的运动发生在两个第一积分 E = c = 常数和 J = p = 0 的水平曲面上，即在 
积分曲面 上， 这个曲面具有下面的拓扑结构： 

a ) 如果含&量五= C 非负，则微分同胚于直积 x (^\ A ) x 
的维数等于 （2" - 4) + ( 2 ti -2 - 1) + 1 =4 n -0; 

b ) 如果能量£： = c 为负 ； 则曲面乙,。微分同胚于直积 R 2 "- 3 x ( S K \ Ayj c ^ 
的维数等于 （2 n -3)- h (2 n -2- l ) = 4 n -6. 

对应于能量和动量为常值的曲面(已给出了任意的值 c 和的也可以用 
在空间 S k \ A 上某个黎曼纤维化把它表达得十分简单.因为在进一步的构造中 
没有用到的拓扑结构,我们便把这个描述略去了， 

现在来详细阐述本节的基本定理. 


定理1 ( Smale ) 设给出了由平面 n 体问题确定的一组任意的质量 
m n< 考虑流形 5 k : {/^(^) = = 2 n — 3；以及在流形 Sk \^ 上的 

函数 A; A 是 M\A 上所给位势 V 在 S K \AG M\A 上的 限制 ； 设点 z€ M\A 
是使 K ( z ) = 1的点，即可以假设 z e S k \ A . 于是点 z (即 n 体的构形）为相 
对平衡的充要条件是 z 为函 数心在 5 k \ A 上的临界点.因为相对平衡性且^ 
和 〆 = A2 被认为是等价的， 故在中 n 的每个类中一定存在点^使得 K ( z ) = 1, 
因此函数 Vs 在流形 S K \ A 上的临界点历遍了整个色 h 即所有等价的相对平衡 
类. 


稍后再给出定理的证明.现在我们将不加证明地给出关子相对平衡的等价 
类在分类特征方面的一些结果. 

在二体问题的情形 （n = 2)，只有一个相对平衡的等价类.对三体问题0 = 
3) 有五个相对平衡等价类.其中有两个类在定向和几何上表现为互不相同的等 
边三角形的顶点（称为拉格朗日情形).三个其他的类构成所谓的共线相对平衡 
(欧拉情形).这表明所有三个点位于同一条直线上，并在直线上的点 
三种不同但均满足牛顿运动方程的分布方式. 

还没有解决的问 题是： 对任意一组质量…， m „ 7 集合 A (即相对平衡 
的不同等价类的集合）是否有限？在所有已知的例子（到目前为止）里集合 A 
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都是有限的. 

转向基本定理的证明.我们留意到，这个定理是哈密顿系统的理论的一个 
一般结果的推论. 

设 M 为光滑流形，即某个力学系统的构形空间，了 = T ( M ) 为该系统的相 
空间； 动能 K 可以被解释为流形 A / 上的一个黎曼度童 ； 即形式可以理解为 
在切空间 TJM ) 上的内积.把总能量£；写成 F 二 K 的形状+假定已知上 
面所定义的所有的量，那么我们便能用哈密顿方程（或拉格朗日方程）定义在切 
丛（或佘切丛）上的常微分方程：即在: T = r ( A /) 上的光滑向量场.这些方程可 
以解释为流形 M 上的二阶微分方程（参看 U 1, 卷 I ,第5章). 

现在假设这个拉格朗日系统具有一个对称的构形群，这表明在流形 M 上有 
某个李群 G 的光滑 作用， 并保持黎曼度量尺和势能 K (在流形 M 上“几乎处 
处”给定）不变.换句话说, G 是黎曼度量 K 的等距群的 子群； 前面所描述的条 
件表明群 G 也保持了相应的哈密顿系统（由 K 和 K 生成).特别，位势 V 在群 
G 的轨道上为常值 T 

命题2 设为具对称群 G 的力学系统， A / 为其构形空间^火为 
动能（它即是黎曼度量 K 为 M \ A 上的 位势， 其中 vol ( A ) = 0;瓦和 K 对 
于 G 不变.设 X e 仏这里的 S 为群 G 的李代数.元素 X 可以解释为流 
形 M 上的一个光滑向量场.以办表示流 X 的积分轨线，也就是说 7 方程组 
i - X (^) 的解.以^表示原来的力学系统的积分轨线，即由总能量五 = 

定义的 M 上二阶微分方程的解.于是解外 ( 2 ) 和解 如 ( z ) 相等（即对所有 f 有 
M ^) = ^(^))的充要条件是初始点^是函数/在流形 M 上的临界点，其中的 
/由= V { z )- K { X { z )) 给出.当1^三0时我们得到在度量 K 下的测池线 
的一个特性，即它等同子 M 的等距群的某个单参数子群作用下的轨道. 


这个事实的证明是初等的 ； 可以从所列出的条件得到，这是个关于把 X 上 
的流提升到 T ( M ) 上后，在 T ( M ) 上的流 X 的哈密顿系统的简单条件. 

我们现在指出,如何由此命题推出本节的棊本定理.与上的函数 K 一起， 
我们还考虑定义在集合 M \ A 上的一个新的函数 V p , 其定义为 V p { z ) = + 

炉/4町斗其中 p 为角动量1 

我们在前面已引入了空间= { K { z ) = 1}; 由 A / 的定义知， M \{0} 微分 
同胚于其中 R + 代表正实半轴;所要的微分同胚/ : M \{0} ^ ^ xM + 
由下面的公式 给出： ^ 


f(z) = (V^W ； zfy/K{z)), y/K{z) € ^, Z j y/K { Z ) ^ S K ■ 

显然，映射 / 在空间 M \ A 上的限制把 M\A 微分同胚地映到 R+ x (心 \A) 上. 
把在 S k \A 上的函数 V > 看作是位势 V 在子流形 S k \A C M \ A 上的 限制； 以 
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^( d ) 表示某个映射 d 的临界点集.我们要证明下列关系式： 

1) < r ( V p ) = ^ z = ( M ) e ( M \ A ) - E+x (^\ A )^ ^ < r ( V s ), t = 

其中 i & M + ? j ： e S / cXA , z = ( i , it ：); 

2) < r{V ~ K ( X )) = {^ = ( t , x ) e ( M \ A ) - E + x (^\ A)|;r G < r ( V S ),t = 
^/-VW2K{x)}. 

我们注意到有下面显然的 等式： K { z ) = t 2 (见用 { t , x ) 表达点 z 的形状 

V ( z ) = V { t ^ x ) = ^ (见在平面 n 体问题中位势 V ( z ) 的显式表达式). 

先证明关系式 1), 点 z = ( t ^ x ) 为函数匕的临界点当且仅当它的偏导数为 

零: dt^p = 0) O x V p = 0 (其中沃=盖，屯=由此得到 


dt 


dx 


d t V v { t , x ) = d t ( V ( z ) 4- 


V ( x ) 

t 2 


鄉) 

2^ = ° 


心 4 


即有 


.又，计算 ^ K p (^) 得到了 

d x V p ( z ) = \( d ^ V { x )) + ( 


4 t 2 


)= 


O x V { x ). 


因为 gradV p ( i ^)-0 当且仅当 d x V { x ) = 0 以及 t 这便证明了关系 

式 1). 

再证关系式 2). 显然^ 

( V - K ( X ))( z ) = V ( t } x )- K ( X (^ x ) y , 


由此得到了 


d t { V { t y x ))- K { X { Ux))--=dt ( YM . t 2 K{x{hx)) 


V ( x ) 


2^( X (^)) 


其中 X { x ) = X ( l ^), 因为 t G R +， 故* > 0,由此得到 

,3 = v ( x ) 

~ 2K(X{x)Y 

进一步计算 d x ( V - K ( X ))( t , x ), 我们得到 


d x 


K 〔 x ) 


t 2 J£r(X(;c))) = ^d x V{x) — t 2 ^(i^{X(a;))) = 0. 
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因为向量场 X 是由等距群的李代数中元素 X 生成的，故场 X 保持黎曼度量不 
变（准确到一个纯量因子).由此知也 = 因此最后有= 0+ 

条件 grad(V- K(X))(t, ^)-0 成立当且仅当 P 且 MV (^)) 

= 0. 最后这个条件表明 ^aA x V{x) = 0, 其中的 V{x) = V s (x) 是位势 V 从流形 
M\A 到子流形 &c\A 上的限制. 

所以这两个关系式 1) 和 2) 都得到了证明， 


定理1的证明设 2 = ㈤ =1,于是由命题1知道，点2是使得通 

过它的等距群的单参数子群的轨道与某个力学系统的积分轨线相同的点当且仅 
当点 z 是函数 V(z)~ K(X(z)) 的临界点，由等式 2) 知，函数 V(z)~ K{X(z)) 
(满足 ^(^) = 1) 的临界点的集合与在 S K \ 匕 上的函数％的临界点的集合相同, 
然而在命题1中所描述的临界点产生了通过它们的等距单参数群的轨道（圆) . 
在平面71体问题中，这些轨道作为该力学系统的积分轨线，给出了相对平衡系 
统的位置的集合.最后综合所有得到的知识，我们看出，点 z € M\A t K(z) = 1 
为相对平衡的当且仅当它是位势 V 限制在 S K \〜 上的函数 A 的临界点.定理 
1完全证完. □ 

现在我们可以转而研究相对平衡的特殊类，即所谓 的共线相对平衡, 也就是 
说，这时所有在平面上的 n 体均位于一条直线上 t 我们将算出对于任意 n ， 这种 
特殊平衡状态（位置）的准确个数、所用的方法是上面得到的关于势能函数的临 
界点的知识. 


定理2 ( Moulton ) 对于平面 n 体问題所给出的任意质量组 mi , - - - 

正好总存在^个该系统的共线相对平衡类，就是说，存在^个相对平衡类，这 
时给出系统 W n 体位置的所有点4均分布在通过质心的一^直线上，井且在运 
动过程中，这条直线绕质心（即坐标原点） 旋转； 这时每个点描画出了循环轨线 
(即中心在坐标原点的圆). 

设在系统所在平面 R 2 中选定了一条直线 /. 它由子集 M c M 唯一确定，其 
中 M 由点组成，使得所有的坐标^都属于直线 Z . 像以前那样, 
我们去掉子集即等分平面，并构造子集3 = S K f ] M l , S l \A = S ^ iSif ]^)- 
考虑圆 f 在集合 Sy 上的 作用； 显然，只有在平面旋转了角 tt 时，集合汾才 
保持不动.因此，在集合汶上有二 阶群心 的自然作用.考虑商空间 S“U 
里的/是前面那条在二维平面中固定的直线.因为固定这样的直线就唯一确定 
了 C 。 1 的每条通过坐标原点的复直线（即二维实平面）中的某条实直线， T 是 
所有这些实直线（出现在考虑所有的复直线时）自然等同于实的射影空间，即给 
出了微分同胚= MP — 2 .那么所描述的每条实直线到它相应的复直线的 
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嵌入可以看作是这条实直线的复化，即嵌入 5,/ Z 2 ^ RP— 2 ^ CP — 2 ,它把 
直线 z 变到平面 Et 2 , f 等同子实射影空间到复射影空间的标准嵌入.因此诱 
导出了嵌入^ CP -' i 在 CP Tt ~ 2 \ A 上考虑光滑函数 
V : CP" -3 \A ―^ Et 1 ， 它是由位势 V : Af\A — R 1 所诱导，而 A = A /5 1 . 

引理2 相对平衡类的个数正好等于光滑函数 f : CP n - 3 \A ^ R 1 的临界 
点数， 

证明由前面关于平衡类的定义知，每个相对平衡类由包含在其中的一个 
法化相对平衡所唯一决定，由定理1又知道这个法化相对平衡唯一地对应于函 
数 V 的临界点.这里我们用到了这样的事实，即当旋转二维平面时，相对平衡 
仍变到了相对平衡，即正交变换把平衡类变到自己. □ 


命醞3 (斯梅尔）共线相对平衡类相互=地对应于光滑函 数尹： CP "- 2 \ 
A — R 1 位于 C CP^-^A C CP "- 2 中的临界点（这里的 

包含映射是前面给出的标准嵌入). 


证明如果由数组给出的相对平衡（即构形）为共线，则所 
有这些复数都在同一条直线上，并用二维平面的正交变换可以把它们变到原先 
选出的固定直线 〖 e R 2 = C 1 上.又，一方面我们仍然保持~在一个共线相对平衡 
类之中 } 另一方面则表现为势能限制在实子流形 RF —2\( Af1 ^ n ~ 2 ) 时的临界 
点，这里的实子流形以标准方式嵌入在中.命题得证. n 


于是，为了刻画共线相对平衡只要描绘出位势的那些位于一个实子流形中 
的临界点即可，这里的实子流形是个实射影子空间.又为了描绘出这些临界点， 
那么研究位势在该实子空间上限制函数的所有临界点则是方便的+在一般情形 
中，在子流形上限制的函数的临界点自然绝对不必要是这个函数在整个承载空 
间中的临界点（当然反过来是对的)+但就像我们正要证明的，在这个己知的具 
体情形中，限制在实子空间上的位势的临界点和“全”位势的位于这个实子空间 
上的临界点之间，存在着相互 一一 的对应. 

w 

命题4如果 z 2 )是位势 P 在子流形 RP^- 2 \(A f | 

RP "- 3 ) C CP— 2 \A 上限制函数的临界点，则这个点是“全”位势 V : CP"- 2 \A 
- * 3 R 1 的临界点. 


证明考虑面定的质量以及位势 V ( z ) 广％ ，于是 

i 之 i 一之 j 

成立下面的 公式： 

1 ) 函数 v 的第一微分等于 


dV ( z )( v ) = Y , 



h-~l 3 


( 勾一 Z jy Vi -Vj), 


v t M \ 
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2} 函数 V 的二阶微分等于 

d 2 V{z){v,w) = | |3 ( |^ ^ z\ 2 ^ 4 _ 0 、一 V 3 .Wi - Wj) 

= Qz(v^ 其中％ 切 € A/, 

在这里以〈，〉表示在平面舻中向量的欧氏内积. 

3) 函数 V 在 5 ^\A 上限制的二阶微分等于 


d 2 V\(s K \A){^)(^^) - Q^( v ^ w ) + V(^)K{v.,w). 


在这里的欠表示了该系统的动能，它被看作是由所给质量 mi ,--- T m n 定义的 
一个内积，所有这些公式可由在局部笛卡儿坐标下进行多次微分的直接计算得 
到，所以我们略去细节，让读者去验算这些公式+ 

对每一个 h G R 2 , 令％ = 其中4 e iy ： e 它们都在旧中 ■ 

于是向量 T ; 可以写成一个分解式：其中 V = … s <). 对任意向 
量 r e A / 都有这个分解.如果^ c ^ c Sk ^ 则 T , S k - { v ^ 丄 
z }; T z Si ^{ v f ^ 恥 〆 丄吃其中的流形 M 上有一个固定的内积圹它由系统中 
已知的点的质量所决定.如果 T z S k ，v = { v \ v ff }, 则因为 K { v , z )^ K ( v \ z ), 
有 v f e T z S t . 再由上面得到的公式 1)—3) 推出： 如果 2 e St \ A,v e 乃知，则 
dV ( z )( v ) - dV { z ){ v l ). 但是等式 dV ( z ){ v f ) = 0推出了 dV ( z )( v ) =0. 最后这个 

等式给出了命题的证明. □ 

引理3流形 M 严的道路连通分支个数为 $■ 

证明这是个几何的论断，可以由等分平面的定义 推出. 事实上，我们固定 
点 z =(々,■■‘，')€ 5 z \ A ; 并设 a <…< & £ M (在这里我们用到了它们 
中没有两个坐标数相等的事实).现设给出了数组 （ l , 2 ，..： n ) 的任意一个置换 
a =(“，… ，0. 将此置换用于原来的向量2的坐标上，我们便将其变到了另 
一个道路连通分支，显然，是由所给置换唯一定义的（因为对属于同一个道路连 
通分支的所有向量，按其大小的向量坐标的排序是相同的，并由所给出的置换确 
定).所以，集合 奶△由 n ! 个分支构成，于是商空间由 
^个连通分支组成.引理得证1 口 

引理4如果点 z e MP n ~ 2 \( Af ]^ P n ~ 2 ) 是位势尹在 IRP— 2 \(Ap 
MP n - 2 ) 上的限制函数的临界点，则点^是非退化极大 - 

证明利用上面得到的公式 2). 那么由此公式显然可以知道，函数 V : 
$\A — R 的二阶微分 d 2 Vj ( SAA ) ( z ) 是一个负定的形式，从而引理得证， □ 


§26. 莫尔斯理论和平面 rt 体问題的某些运动 
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共线相对平衡定理的证明 

由定义位势 P 的显式表迖式 知道， 这个函数当点2趋向于集合 A 时，它 
趋向于 - no ; 这表明在集合 RP ^-^ iAn ^ P 71 - 2 ) 的每个道路连通分支的边缘上 
函数 f 都趋向从而在每个连通分支上有极大值 T 由莫尔斯理论很快知道, 
在每个道路连通分支中不可能有两个临界点，否则，因为每个这种点都是非退化 
极大，将会至少还产生一个鞍临界点，它不是局部极大.所得矛盾证明了，在每 
个连通分支正好有一个非退化极大点（不会有更多的其他临界点).因为我们己 

知连通分支的个数正好等于故而完成了定理的证明， □ 

由所证的定理清楚 看出， 关于系统的所有物体的共线性（即它们位于同一条 
直线上）处在证明的一种十分实质性的主要地位，就是说，它让我们可以完全算 
出所有这种平衡位置的个数. 

如果我们又回到更一般的计算相对平衡类个数的问题（即不加共线的条件)， 
那么我们应该能够刻画出位势函数的临界点的指数和数量，这时的位势不只是 
在实射影空间上的，而是在复射影空间上的函数，这已经是非常困难的问题了. 

旋转群沪作用在上，使特殊的子集 A 和位势 V (参看前面有关内容) 
不变.正如我们已经看到的，商空间 Sk /5 1 自然地等同于复射影空间 CP ^ 1 , 
而特殊的集合 A = a /^ 可以看 f 中复的射影子空间的并.重新考虑 
一下由原来位势 V 所诱导的函数7 : € P n ~ 2 \ A^RK 

猜想.对平面 n f 问题中几乎所有的质量值（_，■■- 由原来的位势 
函数 V 诱导的位势 f 是莫尔斯函数，就是说这个光滑函数的所有临界点都是 
非退化的. 

这个猜想 H 前既没有得到实证也没证明其不成立 T 该猜想出现在试图回答 
相对平衡类的个数是否有 f 的问题（对几乎所有的质量组而言）中^可以证明 
(我们略去不证）在特殊集 A 于流形 CP — 2 的某个开邻域中，函数 P 没有 f 何 
一个临界点.由此知道，如果上面提出的那个猜想为真，立刻可推出函数 P 的 
临界点数，即相对平衡类的个数（对几乎所有的质量组）为有限. 

我们再指出这个猜想的一个推论.如果此猜想成立，则对几乎所有的质量组 
的相对平衡类的个数有下面的形式的估值.给予每个相对平衡一个非负数，即诱 
导位势 P 的某个临界点的指数，其中的这个临界点是对应于这个相对平衡类的 
(见前面的定理 ）. 于是 具有给定指数的相对平衡熒的数量$相应的莫尔斯不等 
式有关（参看前面的基础理论),此不等式涉及空间 CP n - 2 \ A 的贝蒂数（即实系 
数同调群的秩).特别地,空间 CP ^™ 2 \ A 的十分“丰富”的同调群能够证明非平 
凡相对平衡的存在性.空间 CP ^ 2 \ A 的上同调环可以以显式计算出来（阿尔诺 
德， Apho ^ b ^), 就 是说， 这个环同构于一个十分简单的拓扑空间 X 的上同调环 7 
这里的 X 是两个圆的束与三个圆的束，与四个圆的束直至与 { n -1 ) 个圆的束 
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的乘积空间.空间 € P "- 2 \ A 的庞加莱多项式的显式表达式为 + 即 

， a=2 

ff *( CP n ^ 2 \ A ) ^ H ^^ vS 1 ) x ( S 1 V $ 1 VS 1 ) x ^ 
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§27. 示性数，配边.闭链和子流形.流形的符号差 
L 问题的提法，配边的最简单知识.符号差 

利用前面各章发展出来的工具，我们在这里考虑某些光滑流形理论的问题, 
L 关于配边问题.设给出了一个闭光滑流形 ikP. 在什么情形下它是一个光 
滑紧的具边缘的流形的 边缘： = dW ^ 在和都有定向的情形 
可提出相似的问题. 

2. 关于闭链的子流形实现问题 .设: 或？ 在什 
么情形下存在闭子流形 A/ 1 C A/ n 它代表了闭链?/ ( 如 A/# 定向，代表了 a:)? 

3. 关子闭链的流形连续像的实现问题-设或者 

为某个胞腔复形X的同调元.在什么情况下存在“奇异下配边” （A/S/)， 即流 
形，和映射 f ： M i ^ X, 使得/.[^] =y (或者 MM 1 ) = X ,这时为定 
向流形)？在相对同调的情形可提出类似的问题. 

设 x E Hi ( X , Y : Z ) 或 y e H i ( X , Y ; Z 2 ). 要找出流形其边缘为 
和映射/ : (M\ W i l )^{X,Y) 使得 f,[M\ W i ^ 1 }=y (或在定向情形等于; r). 

可自然地定义“奇异下配边 ”群： 奇异下配边缘上面所描述的，是偶对 (M\ 
/)，其中为闭流形.闭链是指奇异下配边的形式线性组合. 

奇异膜是偶对其中为带边流形.奇异膜的边缘是个奇异闭链. 
所有纟维闭链（奇异下配边）对（纟+ 1) 维膜的边缘的商群称为“下配边群”，并 
记其为把{:X).群 n ?( x ， Y ) 以类似的方法 定义： 闭链是带边流形的映射，其边 
缘的像在 Y c X中，而膜概念的引进是自然的. 

由定向流形和膜的类出发，则处在类似的“定向下配边”情形 T 以 nf ^( x ) 



第三牽配边论和光汾结构 

_ 

和 Of °( X , Y ) 表示，有显然的映射 

口 f ( X ) — a ( x ; z 2 ), 

I 

J nf°(x) ^ h^x-.z), 

nf °( X : Y )^ H t ( X , Y ] Z ). 

按定义，群把和 Of ° 同伦不变.对于可缩空间 X (或点)， 群 ㈤ 和 Of ° 
可以是非平凡的，称这些群/?尸和 Qf ° 为 经典配 边群.流形的直积在这些群中 
引进了反交换的环 结构： 

ufnf c 0^ +3> xy ^ yx, 

9!°Of° C n%xy; (- 

在群 = 5： 中有等式 

i^O 

2 x ^ 0. 

它显然由等式 

d { M l x l ) = M i uM i = 2 M i 

得到. 

考虑到定向我们在 Q so ^ E ^ f ° 中得到 

i^O 

d { M i X J ) = M ； uMl . 

这表明，具有相反定向的流形在 Q so 中给出相反的元，因为这个和给出了流形 
的形式并. 

基本信息是 

a ) ^ 0 ° = ni ° = Z ； 

b ) Op - Q ^° = 0； 

c ) Ui ° ^ 0 (由曲面分类知道，所有的定向流形都可置于舻中，并以 
区域 W 3 为界） 

我们来计算群 . 

引理1如果闭流形为边缘，即= dW ^\ 于是它的欧拉示性数为 
偶数： x ( M 。 = 2 m . 


证明 a ) 设 i = 2 fc + l , 于是由同调群的庞加莱对偶知 x ( M ，= 0. 
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b ) 设 i = 2 L 考虑“二重” 


y 2 k+\ 


— ^/ 2 fe+l 


U w 2hJrl . 

M 找 


由对单纯剖分复形的 X 的定义知道 

X(X\jY) = X (^)^x(y)-x(^)- 

L 


其中 L=Xf]Y. 

我们得到（因的维数也是奇 数)： 

0 = x(V 2k+1 ) = 2x(^ +1 ) - 


引理得证， 

因为 xi ^ 2 ) = 1，故 


□ 


r 尸 2 〆 dw : \ j? 2 q ^ o. 

容易构造出膜灰 3 使 dW A = (克莱因瓶).（请找出这个膜!）由曲面的 
分类（见 §3) 知道,任意非定向二维闭流形或者是 RP 2 + (环柄)，或者欠 2 + ( 环 
柄丨. 由此有结果： 

a ? -心 ([ RP 2 ] 为基元)+ 

利用几何的技术可以证明，= ni ° = o 及 Z (罗赫林， POXITMTT ). 
我们从托姆 ( Thom ) 理论中既可得到上面这些结果也可得到许多其他 结果； 托 
姆的理论使用了我们以前所讲述过的上同凋方法 T 下面是引理1的推广 - 

引理2 (庞特里亚金， nottTpjirHH ) a ) 如果闭流形 iVP 在 O - 配边理论 

中为边缘，则它的所有稳定示性数（即 i 维稳定示性类）等于 0( mod 2). 

b ) 如果定向闭流形在 SO - 配边论 Qf ° 中为边缘（即定向流形 W i+1 
的边缘)，则还有它的所 有稳定 示性数（即 i 维类在 [ M 1 ] 上的取值）在有理数域 
Q 的上同调中也为零. 

证明万有丛底空间中的切映射（广义的髙斯映射 AT ^ G\ n - Sa ) 给 
出了切丛（例如由嵌入 ,N oo ), 每个元 u，e H *( Ci , N ; Z 2 ) 定义了一 
个 mod 2的示性类（参看 [1], 卷 I ， §25). 按照定义，令 

w { M i ) = r *{ w ). 

所谓“稳定”示性类 w G HHBO ,) 是由限制 


w = X m w 
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得到，其中纽 e H *( BO i+1 ),X : BO { i ) ^ BO{i -h 1). 类 似地， 定义对 BSO ( i ), 
BU ( i ) t BS P { i ) 的稳定示性类的概念. 

如果 A /: = dW i+l , 则我们有 wiM 1 ) = r ^( w ) - ^ 

㈣ .以：/表示嵌入 W — W ^\ 纤维化映射的限制有形式 t w | m ^ - j M rsv = 
tjvj ④ 1.设 dimir = i . 于是 

wiM^ = r^X^iw) = fr^(w). 

因为 MM ^ =0 (由于 M 〜 dW ^ 1 ), 故而对于内积，我们有 

0* r vv (^) i ㈣ 1 ]) = = 0 - 

于是 a ) 得证 i 

对 b ；) 的证明完全类似于前面，只须将上同调换为在 Q 上的上同调，并 
考虑到在定向情形时等式: T ( M <) 在 HtiW ^) 屮为零仍在有理上同调中成立. 
引理2得证. □ 

xiM 1 ) 是非稳定示性类的例子.斯蒂弗尔-惠特尼类^奶 ㈣ 义）和 
由它们的 i 维元的多项式，还有庞特里亚金类& € 和它们所有^维 

(i = 4 k ) 元的多项式给出全部 Of 和 nf ° 的稳定示性类. 

例 1 M 2 = UP 2 ; 在这里 w ( z ) = (14- ztf = 1 + wi ^ -h w 2 z 2 , 其中 * e 
H l ( WLP 2 ; Za ), t = wi _ 0 . 因此 W # 0, 1U2 # 0 {mod 2) + 但是群 /?尸 = Z2 ， 故有 

— w 2 ^ 0(mod 2). 

例 2 M 4 = CP 2 ; 自然定向.这里庞特里亚金类 p ( z ) 二 （1 + z 2 t 2 ) 3 = 
1 + pp 2 , 故 Pi ( CP 2 ) = 3 ( 在§9中讲过了 € P n 的庞加莱多项式 p { z)),t £ 
^( CP ^ Q ) 是群 / f 2 ( CP 2 ; Z ) 的基元+ 

例3 a ) A/f = CP 4 t 自然定向.其 p (之）=1 + piz 2 + P2Z 4 = (1 + t 2 z 2 ) b — 
1 + 5 t 2 z 2 + 10 t 4 z\t 为群 H ^ CP 4 ^) 的基元. 

其示性数为 


Pi = 25, = 10. 

b ) M | - CP^x CPf ■其 P(^) = 1 + Pi ^ 2 + P 2^ 4 = (1 + 中 2 ) 3 ■ (1 + tlz 2 f = 
1 + 3 ( t ? + tl)z 2 + 9t\tlz 4 , 其中 h € FT 2 {CP» 为基元 . 

另外有： ㈤ ）= 0, (tl) 2 - 0, {t\ + t\f - 2m. 示性数为： 

p\ = 18, p 2 = 9. 


除了示性数外还有一个对于扑维流形的 SO 配边不变量，称其为流形的 
苻号差”.由于庞加莱对偶（参看§ 15 )，在中间维数的同调群上定义了一个双线 
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性幺模整形式.它在维数 4 fc 时为对称，在维数 4 A : + 2时为反称（例如 T 在= 0 
时的定向曲面). 

这个形式由同调群 H 2 k { M ^, Q ) 的闭链的“相交数”给出，或者由上同调群 
F 2 ^{ M 4 fc ;0) 的上链乘积 给出： 

(x,y) = {xy, [M dk ]) t x,y e H 2 fc (M 4 k ;Q) 

或者 

v { x , y ) = xo 列相交数)， x , y ^ H 2k ( M ^ k ; Q ). 

定义 1 称在群 H 2 fc ( M ^； Z ) 上的上面指出的形式中正和负的平方项数之 
差为该流形的“符号差”.在改变定向 M Ak ^ - A /# 时，相应的形式和符号差 
也改变符号.以 r [ M 4 k ] 记此符号差- 


引理3 (罗赫林）边缘流形的符号差等于零，并定义了一个线性形式 


r : -> Z. 

习® 1证明流形直积的符号差等于符号差的乘积. 

于是我们得到了环同态 

r : Qf° = J2 ^i° ^ 

其中 r ( l ) = 1;当 f 不被4除尽， nf° ^ 0. 

引理3的证明显然，流形不交并的符号差等于各个流形的符号差之和 - 
我们将证明边缘流形的符号差等于零.设 M 找二 dW 4k+1 . 我们以 j 表示嵌入， 
3 : M 4fc — 我们知，在群丹从(妒狀十 1 ，®中 J *[ M 4fc ] = 0. 如果上链 a y 

是上闭链 x,y e 订在 M 4； f 上的限制，则应有 {X, y) ^ 0,事实上，如 
果 ; r = 于是 

(x i y)^(xy, [M^ k ]) = (j*{x y)AM Ak \) 

={x y ， MM dk }) = 0. 

(对于闭链这表明了一个直观的事实：如果两个闭链在中同调于零， 
则它们的相交数为 0.) 我们将证明子群 j*H 2k (W 4k ^;Q) C 的维 

数等于 H 2k (M 4k ;Q) 维数的一半,我们写出空间对 (M ik ;W k ^) 的有理上同调 
和同调群的正合序列，它们对应项之间按庞加莱对偶对应： 

M^ k {W Ak+l ) ^ H 2h {M Ak ) 丄 H 2k+l (W 4k+1 ,M 4k ) ―> 

IId \\n |[^ 


M 4k )-^ H 2k (^ 4k ) ^ H 2 k {W Ak+l )^. 
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由于庞加莱对偶算子的原因，同态，变到了 0,同态 J 变到上.故而算子 
，和占相互对偶，而群 H 2 k + 1 ( W Ak + 1 , M 4 k ) 对偶于而 H 2 k ( M 4k ) 
与自己的对偶同构： { H 2 k { M^ k )Y - H 2 k { M Ak ), 这可通过非退化形式〈 X ， 以得 
到.于是由纯代数的讨论得知 Imj * 和 ImJ 作为群，其秩相等.因序列的正合 
性，像 Imr 的秩等于群 N 2 k ( M ^; Q ) 秩的一半.又由形式 (. t ^) 的非退化性和 
具-半维数的空间 Iixir 为其零空间的事实推出 r = 0 ; 引理得证 T □ 

上面已经提到 Qf ° = z (以后将证明 ni°(BQ = ^ y 在例 2 中算出了数 
仍 [ C 户] = 3^0. 我们又注意到，因为形式 { x , y ) 在群 ir 2 (CP 2 ： Q) = Q 上有形 
式 { x } x ) = 1 (它显然由 H ^( CP 2 , Q ) 的环结构得到，参看§7)，故 r ( CP 2 ) - 1 + 
因为 t = 1，故元 [ CP 2 ] 不可能是群 f 2 i ° = Z 中某个元的倍数（非平凡)，且任 
意元 z G 具有形式 a ： = X\CP 2 }. 由此立即得出结论（托姆-罗赫林公 式): 

对任意定向流形成立公式 

事实上 ，对 CP 2 我们有 

Pl [CP 2 ] =3, t[CP 2 \ ^ 1. 

故而量仍 - 仏在 cp 2 上为平凡，从而对所有元素 k ni ° 也如此，这是 
因为 ;r = A [ CP 2 ]. 只要证明⑭ QcQ 即可以后我们将计算群硭并 
得到公式 （*) 的推广形式：希策布鲁赫 ( Hirzcbmch ) 公式. 

类似于欧拉示性数+符号差也可对非闭流形定义.事实上，如果 M = M 4fc 
为光滑定向流形，其边缘为 V = = ViU - UK ., 那么一般说来，在闭链 

的群上定义了一个退化形式.称这个形式的符号差为流形的符号 
差，即 t ( M ， 成立下面的“可加性”的性质（诺维可夫罗赫林） 

符号差的可加性 .设 M 产和 为带边光滑流形 

8 M^ k = = [ jw ^ ] 

j q 

且 = W ^ 1 . 则成立等式 

r(Mf IJ Mt k )^r{M^)^r{M^). 

V^^Wi 

因此，当沿两个流形的边界的一个分支粘 合时， 其符号差为两个符号差之 
和-类似的事实对偶维流形的欧拉示性数也 成立： 

其中 x ( Vl ) = 0, 这是因为 w 为奇维闭流形. 
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证明 证明符号差的可加性.同调群 H 2 k { Mf k ) W H 2 k ( Mi k ) 可以表示 
为形状 II 2 k ( M ，) = A s ^ B S , B S = Im 其中乙 : V , = W , ^ = 

1,2+ 因为相交形式只集中在子空间的闭链上：故而 «) = t (戽).群 
H 2 k ( Mf k U M 2 4 fc ) 可表示为下面 形状： 

Vi =W] 

U A/2) = A.\ 0 A r 2 CD (Ji 0 0^0^ 


其中 


= CiQ D - Im : H 2 k ( Vi ) H 2 k ( M \), 

B2 = C2 ^ D = Im i2-^, - —> K 2 fc(M 2 )， 

E O C \ G C2 ^ D — H 2 k (^ i ) — ^2 jt ( VFi ), 

E = Ker n Ker C H2k(Vi )， 

D = — if 2 fc ( MiU M 2))' 


于群 f 同构于交 


F f = Ker 7： u f] Kcr C H 2 fc-i ( V ^ i )= 丑 1 (%), 

这时张在 f C JJ 2 h - i ( Vi ) 中同一个闭链上的两个分别属于 Mr 和 M 2 的膜一 
起给出了群 F C H 2 MUM,) 中一个闭链.在群上的相交 
形式具有分块矩阵的形状，其中 a ) Q 为形式的零化子； b ) 在每个空间 

该形式都分别为平凡，但空间 F 和 D 相互 对偶； c ) 子空间木 〆 2 
按此形式与所有其他的子空间两两正交 -( 请验证此简单的论 断!） 由此便得出 


可加性得证. 口 

n . 托姆复形.配边群的计算（横去挠元).符号差的形式，闭链的子流形实 
现 

考虑连通闭的光滑流形 B 和以 I ?为底空间，纤维为结构群 G = 
0( n ), S 0( n ) JJ ( n /2) 等等的向量丛 f 

^ : E ^ B, F^W 1 , 

考虑纤维中所有长度€ 1的向量.它们的集合构成了纤维丛 B , 纤维 
F f = D n <Z E n . 边缘 dE 为 U S n ~ l 为纤维的丛. 
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定义2丛 t 的托姆复形是指商复形 

M (0 = E / dE t 

在这里的3云收缩为一点. 

引理4存在自然的同构 

^\B) - F n+i (A/^)), 

其中 i > 0为任意 ， Ti = dim 如果 G = 0( n ), 则此同构对 mod 2 同调成立; 
如果 G = SO { n ), 则对在 Z ， Q ， Z P 上都成立 .( 同构 p 从直观上是显 见的： 对底空 
闻 R 上任一闭链之，定义闭链 < p ( z 、 为原像 tp ( z ) = p _1 ⑷ niod dE ) 

引理4的证明己经在§17中给出（参看在临界流形情形中对于莫尔斯不等 
式有效性的引理 2). 我们 记得， 同构^是两个庞加莱对偶的复合： 

^ = D 宕 D b , 

其中 

D B : H g ( B ) -> = dim B , 

D^ ： H^(E) ^ 

H q + n ( M {0) 

(我们注意到，云具有 B 的同伦型，并且- m ( E , dE ), q > Q ,) 

在托姆复形 M {0 的上同调群中有一个“基本类 V⑴ G 另外, 

底 B C M ( C ) 可以作为纤维丛$的零截影嵌入在复形 M ⑹中，这个 S 在 M ( C ) 
中的法丛恰好是6而补空间 M (0\ B 可收缩为一个点彳艸 G M ( e )* 

作为托姆复形的第一个应用是建立底空间 S 上任意向量丛€的斯蒂弗 
尔 t 惠特尼类叫€ 昨， Z 2 ) 与斯廷罗德平方算子之间的关联. 

定义3称元素 ^ Sq ^ il ) 为类叫 G 其中（见引理 4 ) 

为了建立这个定义与早先给出的斯蒂弗尔-惠特尼类的关系，应该进行在 
分类空间的上同调群 H *( BSO ( n ); Z 2 ) ^ H *( BO ( n ); Z 2 ) 中的一些计算，在群 
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0( n ) 中存在对角型矩阵的子群 D ( n)C 0(71), 它具有形状 

一 广土 1 0〉 

士 1 

I 

♦ 

V ° 

D { n ) =心 x … x Z 2 . 于是存在分类空间之间的映射 

BD { n ) RP °° x … x R 产丄 BO { n ) 

从而有上同调群的同态 

r : H ^( BO ( n )： Z 2 ) H *( BD ( n ): Z 2 ). 

习题2类似子群 U ( n ) 的情形，证明：像 Im r 正好等于心，如的对 
称多项式，其中 0爹 XiG H l ( MP ^; Z 2 ). 这时，的核为零（单射夂 

斯蒂弗尔-惠特尼类由初等对称多项式 

11 < “<i g 

得到. 

习醒3证明映射 j ■: BSO ( n ) ^ BO ( n ) 诱导的在 Z 2 上同调间的映射厂 
为满（即 “映上 ”) 7 并且其核 由元叫 e ff 1 ( BO ( n ); Z 2 ) 生成的理想. 

习醞4考虑在 BO ( n ) 上的万有丛 C 的托姆复形 M (0 以及嵌入/ : BO ( n ) 
cM (0- 证明映射 

的核为零，并且像 Im /* 由所有那些能被叫6 H n ( BO ( uy , Z 2 ) 除尽的斯蒂弗 
尔-惠特尼类叫组成的多项式，这里有= m . 证明： / V ( l ) = 

= Sq ^ Wn ) = WiW n . —般地，有公式 

P < f { x ) = XW n 

(请证明〗) . 

请得出对 H ^( BSO { ny , Z 2 ) 的相似结果,并计算在 / T ( M ⑹; Z 2 ) 的运算坤 1 ， 
这类似于§10,利用§10的结果研究同伦群 


7 T n + j ( M (0 )J < n - l . 
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习题5由公式叫= p - WgV ⑴出发,证明类叫 e J ^ J ( A / n ; Z 2 ) 对于闭流 
形而言为同伦不变的.为此要利用切丛与 x 中对角线邻域之间的关系. 

习题6 类叫 为零当且仅当该流形为定向 7 且成立 

Bw l ^ ^[M n l 5. : H 7t (M n :Z 2 ) ^ H Tl _ 1 {M n :Z 2 ), 

S , 是在 §3 中所给出的那个上同调中的算子.不要用习题5去证此公式+ 

对于底空间 S 二 BG,G = 0 { n ), S 0 { n ), U { n / 2 ), SU { n / 2 ). 6>( n /4) 和纤维 
为]^的万有丛 < 而言，其托姆复形 M (0 通常以 MO ( n ), MSO ( n ), MU { n / 2 ), 
MSU { n / 2 ), MSp ( n / 4 ) 表示 T 

如果 G = e (单位群)，则其万有丛 S 平凡，底空间= {*} 为单点，纤维 
为股' 我们有 

Me = S T \ 

特另 II ， 50(1) = e, 从而 MSO ( l ) - ^ 1 ;另夕卜， 0(1) =- {±\}, BO ( l ) = IRP W 
(或者对充分 大况的 RP ^). 具群0⑴的万有丛 " 具有 lELPV 在 RP ^ +1 中法 
丛的形状： 

E ^ RP n . 纤维，=1^. 


丛的空间云的纤维为 D 1 =1 (长度€ 1的向量)，犮是个默比乌斯带（参 
看 [1], 卷 E , §2) i 边缘为球面^ v ，是 RP n 的覆叠空间.因此托姆空间 M ⑻有 
形状 

p 

M(r}) = MO(l) - 


RP n ^ 1 d RP jV = B , 


对于群 G 


dE 

50(2) 我们类似地有 


MSO { 2 ) = CP N+1 D CP N = iV — oo 


MUO ) 

在这些情形中的基本类是群的 基元： 

u = ^(1) G 对 A / SO ( l ) = S 1 ; 

u ^ ip ( l ) e 对 A / O ⑴二 RP ^: 

u = 沪 (1) e i/ 2 (€P°°;Z 2 ) MMSO(2) = CP X . 

这些空间是 K ( 7 r , n ) 型复形，其中 n = 1/2, n - Z , Z 2 ; 元素 w = ^(1) 与复形 
K ( n , a ) 的基本元 相同： 参看§10, 

有下面简单的论断. 
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引理 5托姆复形 M { i ) 当 / i > 1时为单连通.它最简单的同伦群为 


7Tj(M( 0) = 0，1 ^ j < n; 

非定向丛, 
Z , 定向丛. 




证明 由底空间 B 的胞腔剖分乘上一个胞腔（纤维）得到 M ( i ) 的胞腔剖 


分 


B <Z a J ^ 


除此之外，还存在一个零维胞腔^ C M (0> 它是由^互收缩成的那个点得 
到的.因为 ~( M (《)） =0 J <n (在这些维数没有胞腔).设只有一个零维胞 
腔（对于连通的 B , 像在§4所证的那样总可以化成这种情 形)； 于是在 M ( f ) 中 
总存在一个 n 维的胞腔（即在此点上的纤维).因此群〜 ( M ⑹）是循环的.在非 
定向丛的情形 5 在底空间中存在一个闭道（可以假定它是一个胞腔 V ),沿着它 
翻转了纤维的定向.对这样的胞腔 V ,其原像^ 1 (^ 1 ) = ^ 1 ) = 是 M (0 
中那种胞腔，使得 

da 71 ^ = 2 ， 

对妒上的纤维丛，从几何上看这是很显然的 T 如果丛是定向的，则所有胞 
腔 P -1 ㈨ ）的边缘在复形从⑷中等于零.因此闭链 k Tl ] 为无穷阶的.因为 
H n ( M ( 0 ) = 引理得证 + □ 

成立下面的重要定理. 

定理 1配边群, J ? f ° 典则地同构于稳定同伦群 

4 

7 v n ^( MSO ( n )) 

其中 i < n — 1 (参看 [1}, 卷 n , §23,在那里建立了群= n n + i ( Mc ) 和标 
架流形之间的关系). 

证明 a ) 考虑闭流形 C < n - 1,所有的嵌入 C W * +i 都是 

同痕的（参看 [1], 卷圮§11) 7 并且 M 1 在中的法丛与嵌入无关.以 " 记其 
法丛.存在到万有丛的映射 


M 1 一 BO { n ) 

其中的€为万有丛，其纤维为 ET . 丛 v 的空间 是心在 C S — 中的邻 
域， 而且它的像覆盖了整个亙把这个映射延拓到该邻域的全部补空间上，使得 
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这个补空间变到了单个的胞腔/ e M ( a 即那个由收缩涵得到的零维胞腔. 
我们便得到了球面的映射 


/ : M ⑹. 

这个映射与子流形横截正則，并且= M \ 这里所说的沿子流形 
BO ( n ) C 横截正则的概念是这 样的： 在任意点^ e 切空 

间在线性映射妒下的像横截于子流形 BO ( n ) C M {0 的切平面，即线性 
空间奶 R 2 + i ) 和 r nx ) { BO { n )) —起生成了 M (0 在点 f ( x ) 的切空间（参看 [1], 
卷 I , §10). 

配边胞腔有 dW i+1 = MfljMi ； 我们假定在乘积 = [0,1] 
有 Mf C x 0 ? Af| C W nJhi x 1 ， 而 W t+l 垂直地趋向其边缘.对于 C 
x I 的法丛 p 重复前面的构造，我们便得到了同伦 

S^ +i x J — 


因此，建立了对应（同态） 

"尸— 7 T n + i ( A /0( n ))，i < n — I . 

类似地，可建立同态 

Of 0 — 7 v n ^( MSO ( n )). i < n - l . 

b ) 我们来证明上面所构造的同态是个同构.设给出元 a G 7 r n + i ( MO ( n ))， 
它由映射 

/ : S n+i — MO { n ) 

代表. 

可以假定，在进行小的扰动后（参看 [1], 卷 H ，§10) 映射/沿子流形 BO { n ) 
C MO { n ) 横截正则.原像 r 1 ( BO ( n )) = M i 为光滑子流形 c R n ^ C $ n+i . 

在中的 n 维法平面在映射办下的像丁是与 BO ( n ) 横截.经过对该 
映射的初等形变，这个像沿着整个 BO ( n ) 可以做到与 BO ( n ) 正交，而流形 
在 S n + i 中的整个补空间则可以收缩到点 a D ， 即在 MO ( n ) 中的3云得出的那个 
良 于是得到了对叱的定理1的证明1对 Of ° 的证明是类似的.定理证完 .口 

定理2 a ) 闭链: ce 払心）可以实现为闭子流形当且 
仅当存在映射/ : M n+i ^ MO ( n ) 使得 Dx : 其中 u e ^^ MOfn )， Z 2 ) 为 
基本类，而 D 为庞加莱对偶算子. 

b ) 设为定向流形.闭链: re 历 ( AT ^; Z ) 可以实现为定向闭子流形 
<Z 当且仅当存在映射/ : M n+i MSO ( n ) 使得广 u = 
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C ) 闭链 ; r e 氏可以实现为闭的定向子流形风 C 并且其法丛为平 

凡（即由中的非异方程组01 = 0,…= 0给出）当且仅当存在映射 
/ : M n ^ ^ Me = S n , 使得 ru = Dx. 


注对于将闭链实现为子流形，并使得此子流形的法丛具有给定的结构群 
U ( n /2), SU ( n /2), Sp ( n /4) 等等存在类似的定理.流形 5 U MU ( n /2), 

MSU ( n /2) 7 MSp { n ( A ) 等等的映射给出了这样的实现. 

群 n n , i ( MU { n / 2 )) = ^^^( MSUin / a )) = Qf v ^ iiMSpin /^)) - 

Qf p 可以自然地理解为复（酉）的，特殊复的，或四元数的配边群以 7 , Q 3 ' 0 8 ^ 
特别重要的是酉配边群.每个复的和拟复的流形都在群中有一个配边类. 

对 G = O ( n ) 时定理 2 的证明 设给出了子流形 c M n ^\ 它的法丛按 
前面所讲过的构造方法定义了映射/ : MO ( n ) } 和 W — BO ( n ); 流形 

在的一个邻域的整个补集变到了点/，它是由收缩0云得到的 M (0 
中的点，容易看出， 

ru = D [ M % 

反过来，如果给出了沿 BO ( n ) c MO ( n ) 横截正则的映射/ : ^ MO ( n ), 

则原像 M = f -'( BO ( ny ) 满足= D [ M % 对于 G = SO ( n ) 等的讨论是相 
似的.定理证完， □ 

在某些情形 7 复形 MO ( i ). MSO ( i )^ K (7 r , n ) 型的复形.这些情形是： 

MSO { l ) ^ Me = 5 1 = K ( ZA ), TTj - 0 J > 1; 

MO ( l ) = = K { Z 2 A) t > 1； 

M J SO (2) - CP * = K { Z ,2), TTj -0 J ^2. 

于是，在这三种情形中 1 〕 元素 vKl ) = 『{ MG 、 与复形 n ) 的基本 

类相同.利用 §10 的定理我们得到了定理 2 的一组推论. 

推论1 a ) 对每个％任意闭链 : r e 礼都可以由闭子流形实 
现. 

b ) 对每个 n , 任意闭链 ; c € H n ( M n +1 ; Z 2 ) 和 x € H n [ M ^ 2 - Z ) 都可以由 
闭的定向子流形实现. 

因为 MO ( l ) y MSO ( l ), MSO (2) 都是复形 K (7 r , n ) 7 那么根据 K ^. n ) 的基 
本性质知道，此推论的结论可由引理2化为 论断： 上闭链 Dx = y 在所有这些情 
形中可以由像表示. 

更复杂的定理（托姆）断言 7 所有维 数直到 2 U - I 前的复形 MO ( n ) 同伦等价 T 

> ft 型的复形的 直积. 
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推论 2如果 i ^则对任意闭链 I S H t ( M n , Z ) 存在数 A ^ O 使得闭链 
Ax 由子流形 C 表示. 

这个推论是由定理2及利用§10的结果提取出来的：从那里己知 7 在稳定 
维数处任意复形（在这里是 MSO ( n )) 嗔结构同于 K (7 r , m ), m ^ n , 型的复形的 
乘积，这里所涉及到的同调和同伦的张量积都是在域 Q 上的 

推论 3对任意闭链 I G HifM ' Z ) 存在数 A /0 使得闭链 k 为流形 M + 
的像： 

ip \ M i ^ X , 

= x. 

其证明在于用嵌入 X c 以及考虑带边流形 m 它收缩到 X : U 〜 

X . 这时闭链 Are H ^ U ) - Hi { X ) 可根据推论 2 ; 以映射 ⑼ dCI ) 丄 MSO { N ) 
作为子流形而实现，这里的变到了点，而 /V(l) = D [ M % 

推论4 下配垃群到同调群的自然同态 

nf°(x,Y)^q-> 払 (X ， Y;Q) 


为满映射（“映上”). 

对于在同调群 H ,( X ? y ； Z ) 中没有奇次挠元的复形我们有诺维可夫的定理: 
它建立了不在 Q 上作张量积时的类似结果,就是说闭链以没有重数的流形的像 
来实现. 

我们现在转而讨论定理1和嘉当塞尔定理 (§10) 的推论.环 H*(BSO(n); 
Q ) 由示性类生成，并为一些元素（庞特里亚金类和欧拉-庞加莱类）的多项式环: 

p^H Ai {BSO(n);Q), 

X ^ H 2 Tl ( BSO {2 n )\ Q ). 

于是对 j < j ^4 k 我们有 

H n+j {MSO{n) ； Q) = Q. 


当 < n 时，稳定群 

H 4 k (BSO(n);Q) & H n ^ k (MSO{n)]Q) 


的秩等于数表示为 A ： = mi 十… + 的这种不同分解的个数，这是因为由 
单项式^ * - (可以重复： Wi = m 」） 构成官的基；这里 deg 名 = 

4 {mi + …十 m q ). 
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对于维数= 的情形,我们在前面已写出（参看 I 小节）了流形 [ CF^j 6 

对 0 和 [ c 户 p ,[ cp 4 ] g ni ° 的示性数. 

由定理1和嘉当-塞尔定理得到 

定理3对咏群 Qf ° ® Q -0; ® Q 的秩等于最大的线性无关向 

* 数，即流形的示性类的个数.对于 4 fc = 4,8,由上面的计算知道，在 Q - 
上同调中的示性类组在相差一个挠元的程度 1〗 上完全决定了配边类 T e . 

习题7计算乘积空间 CP ^ x … x CP ^ 的示性数向量，并证明所有这 
些向量线性无关. 

推论符号差 r ( M ^) 是示性数向量的线性形式. 

证明我们知道 7 由引理3 ; t 是上的线性形式（参看前面有关内 
容)，同时因为示性数给出了全部形式的基.推论得证. □ 

对于= 4,8我们有： 

6 = 1: Pi[€P 2 } = 3, r(CP 2 ) = 1; Qf° ©Q = Q- 


结论 

对于 fc = 2, 我们已经得到过表格： ， 


1 

[CF 2 ] x [CF 2 ] 

CP 4 

Pf 1 

18 

25 

P2 

9 

10 

丁 

1 

1 


结论成立公式 

丁二 —( 7 p 2 ( 2 ) 

以一种方便的分析形式可以得到对 所有& 的一般公式 ( Hir ^ bruch ). 

提出一个更广泛的合理的问题：在配边群口 f = E 叱 上给出了一个任意 
的数值示性类： 

B :叱 —C 

其中 G = RSO , 使得 IB ( l ) = = B ( Af «)- hB ( M ^), e ( MrxM 2 ?1 ) = 

B ( Mf ) B ( A / 2 "). 即可加性和（相对于流形直积的）可积性.实际上，我们只对环 

感兴趣,它被特征数，即^或仍的多项式决定.对任意偶维时的 G 亡 U 

关于环 a so ,^ 的完整知识读_者可在综述文章 [ 60 ] 中找到- 
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情形，我们有多项式… ， 4 ) 使得 E [ M 3fc ] = ( e ,( Cl! - - 其中 

是 “酉” 流形（即在此流形的嵌入 M 2te c R 2 iV + A 的稳定法丛上引进了 

丛 结构； 特别是那种由示性类所“记住”的流形的复（或拟复）结构的弱映射得 
到的 V 结构)，对于 G = 我们有多项式… ，抑） 其中维数 n = 4 A : 为 
任意，使得 

B [ M 4k ] = ( M k ( j ? ir -, PkU MAk })- 

SO 的情形可以化成 G = U ， 但附加了条件 … , c 2k ^) =0; 
我们将在以后给出它. 

多项式序列 B 0 = - 爲，…并不是任意的，它们被可乘性的要求 

紧紧联系在一起： E ( M 2k x M 2k ) = B { M 2 k ) M ( M 2k ). 

我们将以下面的形式来找出 答案： 设给出了形式级数 


B(d) = 1 + aizt + a 2 z 2 t 2 + …= IB〆 ")/， 

其中 f G H 2 (CP x ;Z), 

其数值系数定义了一维 C /- 丛的示性类 ®. 令 


■…1 c fc ) 




JMffl , … ,( T k ) 


k 


其中…为 t u …人 的初等对称多项式. 

对 G 二 SO 的情形，级数 B(zt) 应取形式 B (^) - P{z 2 t 2 ), 庞特里亚金类 

Pk 具有的形状为外 ㈠ … ，4); 参看前面的相关内容 
根据柯西公式，我们可以写成 


Bfc(ci , …， Cfc) = 


II t 


( n > k )- 


对于 € P " ; 按照切丛示性类的公式，我们有 

尤1 =尤2 = ■ ，，= tn +1 " ^ ^ H 2 ( l CP n \ Z ) 

, tcp ^ 0 1 — 7? ® © rjj (n -h 1) 项， 

B(t?) = EBJt?)/ ， B(r Cj pn) = B ⑻ n+1 _ 


对于数 B [ CP n ] 则有 


®[ CP n ] = \ B { v) n+l 



dz 

z^ +l 


( z 级数的第 n 个分量) 
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例4 ®[ CP 2n ] = l . B [€ P 2 


n+l 


0;在这里的 B ( zt ) 


zt 


号差 T 相等: 




. 这时 B 与符 


B = r , Bfc = Lk(pu … ^ Pk )^ 


这给出了希策布鲁赫多项式的一般 公式: 


T = 


(厂 fc ( pi ， … ， Pk )， [ M 4k ]). 


例 5 B ( CP ") = l ， n 任意.这时有 


M(zt) 


zt 


一 exp{ — zt^) 


这是被称作代数（复）流形的 “ Todd 亏格' 记为 T [ M ^\. 根据希策布鲁赫定理， 
T [ M ^\ = X ：{-1) V , 7 其中的 q 是流形 M 2 - 上的全纯微分形式的空间的维 
数. 


r 0 = i,Ti =: - c 1 ? t 2 = —(^ + c2 ), t 3 = — 




我们来对任意示性数 B : 必 


E [^ P n \ z Tl 和它的“积分” 5 ㈤= E x , 

n^O n^O 打 + 丄 

数] B 的值； 、 

B CP " 


C 推^出一般公式.引进形式幂级数 
[CFTl] z ^ 1 . 我们对此级数给一个示性 


(gM)(z) ^ ^ 


z 


n+l 


n 


我们有 


B [€ P n ] 


2ni 



M n +1 ( t ) 

t n+1 


dt 


1*1^ 


d (9 m ( z ) 

dz 


n^O 


2 niz 




E ( w ) 


n+l 




dw 


w 




:6 



M ( w)/w 


2 ni J 1 — z ^{ w)/w 

H=e 

dw 


dw 



27 TZ J { w / B { w )) — z ' 


z 3( w ) 


w 


< 1. 


故而 


㈣ ⑷ 



z 



dwdv 


2 ?ri 7 0 J (w/B(w)) — v 

H=s 


N < 


w 




对 t ; 积分，因为这个积分定义了反函数，故得到 


㈣ ⑷ 


Z 


通 ㈤ 
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因此我们得到了一般性的结果（诺维可夫 )1 


M(z) = 


z 


( 3 ) 


其中 

{ Q W){Z) = ^ ■ 

n+1 

ffl . 符号差公式的_些应用.符号差与类的不变性问题 

我们要指出在 Q 上同调中的示 性类外 可以根据符号差的概念进行定义. 
考虑闭链 I e H 4 k {M-) 并只通过符号差计算内积 ( Pfc ,x). 不妨设妯< 1-1 
(如果不满足，则转而考虑 x S N ), 上闭链 v = D{x) e H n ~ 4 k (M n } 在秦以 
A /0 时可以实现为映射 


/ : M n S n ~ Ak = Me , 
fUu ) = Xy 

的像.这可以由 U 中的结果得到.正 则点邱 e S “ k 的原像 f -\ x 0 ) 为具有平 
凡法丛的子流形 

i : M^ k x R n ， 4k C M n , 

其中 n [ M ik ] = Xx € H 4 h ( M n ). 

对于 k = l , 我们根据公式 （1) 和 M 4fc C M n 法丛的平凡性，令 

{ pi , x ) = = j 3 r ( M 4k ). 

这给出了庞加莱类 Pl 的一个新定义.类似地，对类 p 2 ，由 （2) 我 们有： 

( p2yx ) = 去(於 2 ，知)= (45 r ( M 4k ~ 1 ) A : r )). 

由一般性的 Hirzebruch 公式可 得出： 对任意 h 类 Pk 能够用 r ( M 4fc ) 及更 
小维数的此种类的乘积表达.这给出了类&的新的定义.“符号差型”的定义使 
我们能容易证明在逐段线性（逐段光滑 M 其概念见后面）同胚下有理类％的不 
变性 7 它在证明对连续同胚下类&的不变性中起了重要的作用.可以看出，符 
号差的定义实质上是有 理的： 在其中包含了 “不可缺少”的分母，譬如类 p 2 中 
的^这个结果在于，按定义为微分同胚不变数值类 Pit e Jf 4 k ( M n ; Z ) 可能有有 
限 A 的元;7-挠类 P 2 原来对于连续同胚映射不是不变的. 

我们考虑逐段线性（可三角剖分的）流形和它的到球面的单纯 映射: 
M n S n ~ 4 k . 于是单形 a n ~ 4k C S n ~ 4 k 内部的原像有形状（请验证!） 

a^~ Ak x p-Hvo) = = o n ~ 4k x M 4h C M n y 
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其中 M ^ k 也是可剖分流形或至少是个复形，使得对任意点耶 e 我们有 
“周部同调球面” 

M 4k \{x Q }) = 0 , i^4k, 

II 4k (M 4k 7 M 4k \{x 0 })= ： Z. 

习甄 8 证明对同调流形 （4) 成立同调的庞加莱对偶，它由具通常性质的符 
号差 r ( M ^) 定义： 如果 M 4k = QW ^\ 其中和 dW 4 k + l 为同调流形，则 

7■二 0. 

这些性质可以完全根据符号差给出类凡 e 的单纯的（和组合 

不变的）定义（托姆，罗赫林-史瓦尔泽 ( Svarc )). 而类内 e 炉 ( M ; Z ) 则不 
能够组合地定义，也不是组合的（拓扑的）不变量（米尔诺 ( Milnor ), 凯尔维尔 

(Kervaire)). 

转向讨论类外 G H 4 k { M ; Q ) 的拓扑不变问题，不失一般性，可设所有流形 
M ik x R n C A/ n+4fc 是单连通的.设 n > 2. 考虑环面 r ^- 1 x R 1 C 的嵌入 

以及在所讨论流形中的开区域 


M Ak x T n ^ 1 xR 1 c M 4k xR n C M n+4k ■ 

在任何开结构中，区域 

M 4k x T ^- 1 xM 1 C M Ak x R" C 

都是个光滑流形 + 利用可扩张为具自由阿贝尔基本群 7 T ! = S x --- xZ 的光滑 
单连通流形的十分复杂的分类理论.可以证明如下论断（最简单的一 种)： 如果 
7 n ( A /^) -0, 则在开光滑流形 M Ak x 1 x E 1 (给予了任一种^结构）上的 
光滑万有覆叠微分同胚于 M 4h xR " ^ M 4k x r -- 1 xR \ 其中 M Ak 为光滑流 
形.由此对 A : 进行归纳便得出论断说，数 r ( M ^) = r ( M 4te ) 以拓扑不变的方式 
定义了示性类办（诺维可夫).至今还不知道有任何不用这种人为制造的 
区域来证明这个定理的，其中的这个区域在我们这个“纯粹单连通”问题中具有 
自由自阿贝尔群但问题的提出却与〜无关+ 

我们注意到， 类仍 G H 4 ( M k ; Q ) 不像同调和斯蒂弗尔-惠特尼类那样，它 
不是同伦不变的（道尔德 ( Bold )) 考虑在球面#上的丛 t 其纤维为 S ^ 1 (假设 
d 二4时 x = 0), 结构群 G = SO ( n ) ? 及所有可能的类 pi (0 € H ^( S \ Z ). 这个 
丛的空间五—沪具有胞腔其中 = da n - x = 
0 , da n+3 ^ 0 . 因此五有形状 

E = (S d ^/ S n ~ l )[ja n+：i , 


其中 a G 7 r n + 2 { S 4 V S n ^) r 
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习题9证明元《有形状 


a = [ti4, a n ^i) + b, 

其中 h TTnWW， 1 ), [ , 1表示怀特黑德 （Whitehead) 积（参看 [1], 卷 H, §22)， 
a 4 G y 为生成元.如果 n = 5,贝 lj b G ?r 7 (S 4 ) = Z® (挠 

群）并在其中的有限部分. 


另外，我们从§10知道（嘉当-塞尔定理的推论)，当 rt / 5时群 7 r n+2 (5 n - x ) 
为有限群（除此之外，在§10中此群对 n > 5时己有计算，在那里得到了 
Tr ^ iS ^ 1 ) - Z 24 ). 因此，最多只存在有限个不同同伦型的闭流形丑（当 n > 5 
时不大于 24). 这些流形的维数 > 6. 至于涉及微分同胚，因为 Pl ( E )= P * Pi (0 
(请验证!)，故类 pi ( 0 为流形£的不变量， 

因此，类 Pl 对于维数 > 6的流形不是同伦不变的.对于流形 M 4 , 这个类 
由公式（见前面） 

Pi — 3r(A/ 4 ) 


知是同伦不变的. 

考虑 n = 5的情形.由 I的推论1每个基闭链: r e H 4 (M 5 ;Z) 可以被表示 
为定句子流形，周部地它把定向流形分为两部分（整体上则不然).考虑“极 
小”覆叠 

p : M 5 ^ M 5 


使得= 0,并且此等式同 
伦不变地决定了这个覆叠.从几何上看； 
这个覆叠是这样构造的^流形 M 5 沿 
被切开；得到了胞腔使得 

dw s ^ M 4 [J M 4 

(边缘的两个分支).按下面方式得到这个 
覆叠（参看图 118)： 取无穷多个 W 5 , 井 
记其为听.又令 


T 



泣 5 =… U^iU^U^ 5 U …- 

M t 4 


这个覆叠的单值化群等于 z， 并按如下那样作用: 


t (对X 

T{Wt) = 縱 0 5 二 
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以 i 表示嵌入 M 4 — 克 5 ,我们有闭链£ = U [ M ^\ e 只 4 (奶).显然，我们有 
7；茫= 艺设 a , b € H 2 { M ^- Q ). 引入公式 

{dy b)x = 

弓I理1形式 〈a， 啦只在某个有限维子1间 A c H'^) 上取非 零值； 这 
表明 H 2 (M 5 ) = A + B, 并且对任意6 €孖 2 (泣 5 )有 {B,b)^ = 0 . 

证明 因为 ( ab , x ) = ((〜)( 以)， [ M 4 ])， 故立即由流形 A / 4 的紧性（因为它 
代表闭链幻得到证明. □ 

定义 4 称在有限维空间 A 上的形式 ( a , b )^ 的符号差为闻链 S 的符号差 

r 协 

定理 4 (诺维可夫）成立公式 

( pjfAf 5 )^) = 3 r ( x ). 

证明 闭链 M 4 c S ? 5 将 P 分成两部分 S ? 5 = M l UM 2 , 有两个嵌入: 
h : M A ^ M u i 2 : M 4 ^ M 2 . 闭链的符号差 r { x ) 等于在炉 ( M ' Q ) 上的这个 
形式限制在子空间 Im i * 上的符号差，这是因为如果= 0 或= 0 则有 
( a 6 , x ) = 0 . 显然我们有 

Im = Im 「jlm G - 
在同调群 i / 2 ( M d ; Q ) 中有下面的 子群： 

L 0 = Ker 

Li = Ker ii* = Lo + #1 ， 

Z/2 = Ker is ，— Lo + 呢， 

L 3 = Imi , C B 2 ( M ^- Q) r 

在子空 间 h 和 i 2 上的相交数化为零（在膜上同调于零的闭链有零相交). 
所以在 

H 2 ( M 4 ; Q ) = ( r JOi N u N ^ L 3 ) 

各子群的基下 T 这个形式的矩阵形状（分块）为 


^0 

iVi 

N 2 


Lo A^i N2 Z/3 

/ 0 0 0 

0 0 Q Y 
Q Q m 0 Z 


L 3 \ X * V * Z * W / 
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其中 W 二说' 这样的形式的符号差等于在子空间 h 上该形式的符号差（即 
对应矩阵 W ). 

另外，该形式在空间 c 上的符号差等于形式 （ M , [ M 4 ]) 在子 

空间 Ini 上的符号差，从而等于符号差 t ( x ). 定理得证+ □ 

推论 e H 4 ( M 5 ; Q ) 同伦不变. 

于是，在非单连通闭子流形中，有理示性类和基本群之间存在整体的关联, 
对它的研究目前远没有完成_最一般的“关于高次符号差的猜想”是说：存在 
某个上同调类，它与基本群 Tn ( M -) = tt 相 关联； 这个类可作为像 Iin ， 得到， 
其中 J : — K(7T,1) 为典则的映射，如果 c e 则可假定由 

庞特里亚金类构成的希策布鲁赫多项式与闭链 Dji + ( x ) 的内积为同伦不变 7 即 
( L k { p u - - , p k ), Dr ( x )) 同伦不变，其中为庞加莱对偶.对自由阿贝尔群，即 
^是一维类的乘积，这个猜想己得到证明（诺维可夫，罗赫林，卡斯帕罗夫，项武 
忠，法雷尔 （ FarreU )). 当 tt 是一个具负曲率的紧黎曼流形的基本群的情形也得 
到了证明 ( Lusztig , MumcHKo ), 另外还有许多情形也得到证明，这时或是用代数 
方式化到上面这两种情形之一，或者与这两种情形相似（卡佩尔 ( Camell ), 索罗 
维叶夫 ( Co ^ OBbCB )). 不可能有闭流形的其他来自有理（实）示性类（即曲率张 
量）的同伦不变量了， 

§ 28 . 七维球面的光滑结构.光滑流形的（法不变）分类问题.赖徳 
迈斯特挠率和组合拓扑的基本假设 


我们来研究无限可微的流形.己知，光滑类0会 1) 的流形拓扑等价于 
(并唯一地 ） 无限可微的实解析流形（惠特尼).可以形式地定义一个连续的流形， 
其中从一个坐标图到另一个的坐标图的变换不是光滑的.也可以考虑光滑流形 
之间的连续同胚（经常遇到这种情形).直到50年代前，认为在连续流形上引进 
光滑流形的结构，以及两个光滑流形间的连续同胚事实上是可微的 7 这是很“清 
楚的' 对 n = 1 这是显然的，对 n = 2 时的证明也不难，对于三维流形则经极其 
艰难然而用的是直接而初等的方法建立了这个事实 ( Mois ^). 

前面所阐述的代数拓扑工具的一个令人吃惊的结果是在十分简单的流形中 
的一个 发现： 这个流形连续同胚于通常的7维光滑球面 V ，但并不微分同胚于 
它（米尔诺 (Milnor)). 正如将在后面看到的，这个结果化成开流形时，在此流形 
上不能引进任何可微流形的结构. 

我们记得，利用四元数（参看卷疋 §24) 我们构造了 “霍普夫四元数丛” 

p ： S 7 ^ S 4 , 纤维厂= 8 3 . 

O 在上同调代数中，称复形 ^,1) 为；：的上同调群 t 记为 


§ 28 . 七维球面的光滑结构.光滑流形的（法不变）分类问题.输德迈斯特挠率 

和组合拓扑的基本傕设 ■ 26 卜 

这是个结构群为妒二 SU [2、 的 主丛， 这个群由满足 W == 1的四元数构成，在球 
面上的作用为 

= {(^1,?2), | 仍 | 2 + Wz? = ■L[(q ll 奶 ）— 

其中为四 元数. 因为 SU {2) C .90(4) = { SU {2) y ： SU (2)}/{- l , l} y 故而 
可谈及类 ( x . Pi )- 我们来研究一个结构群为 ^0(1) 的-个类似的丛.这个丛可 
实现为纤维 D 4 , 底空间为妒的丛： 

p \ E ^ S 4 . F = D a , G = SO {4：), (1) 

由定义，数 X 等于自交数#。沪，其中炉 C £为零截影（参看 [1], 卷 n , §24).( 更 
准确地说， X 为底空间妒的一个上同调类 ：X 使 （ X ，[ S 4 ]) =妒 

引理 1丛 （1) 的空间5五（以妒为纤维）同胚于 球面# 当且仅当 X = L 

证明 我们来证明化 E 具有球面#的同伦型当且仅当 x = 1. 考虑正合序 
列 

对于 i = 4,同态3 : tt 4 ( S 4 ) — tv 3 ( S a ) 是这样给出的：构造具纤维 D 4 的丛⑴ 
的零截影 T 现在清楚地看出，自交数妒。妒等于闭链妒（纤维）在处；中的边 
缘 0[^] 的重数1因此 d \ S ^] = x [沪](参看 [1], 卷 I ， §22). 如果 x / 1，我们则有 

II 

0 

故 Tv 3 ( dE ) = Z X . 如果 X 二1,则 ^ j ( dE ) ^ 4,这由前面的正合序列得到. 
因为祝？只具有胞腔 <7° , a 4 T a 7 , 并 II 当 J ( 4时 7T』 = 0,故有 

Hy{3E) = 7v 3 (dE) =0 y j < 7; tt 7 (OE) ^ Z. 

基元 cv e 7 T 7 ( dE ) = Z 由映射 a \ S 7 代表，从而它诱导同调群的同构 

(因此也是同伦群的同构).于是〜 □ 

存在有一般的定理 ( Small , Stallmgs , Wallace ): 当 n > 5时，流形如果具有 
，的同伦型则同胚于 S ' 由此自然得出引理也可以不利用这个定理而具体 
由丛经四元数构造并直接证出同胚^ 这时显式地给出一个莫尔斯函数， 
使它只有一个极小和极大值（见后面).当固定了 X 二1时，我们便有了具各种 
不同类 P 1 的丛. 
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引理2对任意 fc , 存在丛 （ 使得 pi =2 k^x = ^ (更准确地说, Pi == 2 ku , x = 
u , 其中 u G H 4 ( S 4 , Z ) 为基元). 

在给出引理 2 的证明前，我们先阐述在球面 S 7 上产生非平凡光滑结构的 
机理. 

考虑类 Pi (五）⑹)；由于切丛 ® /⑹，这是有意义的.因此 


p 1 (£：} p*pi(^) = 2kp*u 2kv) 

其中 f HHE ; Z ) 为基元，对于闭链 S 4 CE 我们有 

5 4 o 5 4 = l-( Xl [ S 4 ]). 


故而符号差 t ( E ) = 1, 

采用反证法.如果边缘故 E ； 作为光滑流形是通常的球面# = dD ^ 则我们 
有光滑流形 

E 8 =E\jD R f 其中 dE = dD \ 

另外， Hi (^) - Hi { E ), 其中 i S 7 ;又 

Pif^ 8 ) = pi(E) = 2kv, 

T (的二 1 二 t (E), 


对于闭光滑流形瓦 S ] 它具有 MP 2 的同伦型（即四元数射影平 面)； 我们对 
它可以应用符号差公式（见 §27) 

P2 = ^(45r+ p?), 

这时数 ( p 2 , [^])应该是个整数！在我们的情彤中 


r = l,pj = 4 k 2 , p 2 = 


4 k 2 45 

— f ■■ 


对 fc = 1, 有 P2 == 7, 这是通常的四元数射影平面 HP 2 的情形.对 A : = 
0,2,3, 4,--* 等等，我们得到的扣不再是整数. 这与穿 光滑性相矛盾. 

结论 对所有使巧为分 式的卜 流形不微分同胚于 V (但同胚于 S 7 )- 
已经知道, 类 p Q e 是连续同胚的不变量（诺维可夫).自然能由 

此推出流形玄在 Jt = 0,2, …，时不能引进光滑结构.事实上，因为 t 显然是不 
变的，故#上出现光滑结构与类 Pi ( B ) 的不变性相矛盾.然而，详细的分析表 
明，对某些例子可以比利用拓扑不变类更简单手段来处理这个问题（凯尔维尔 

( Kervaire )). 

现在来证明引理2, 


卿.七维球面的光滑结构分类隱赖德迈斯特換率■挪 . 


证明 先考虑在妒上的 30(3) ——丛.因为 50(3) = SU(2)/I t2l 我们有 
映射（丛的变换） 

P : 丑 50(3) — K(Z 2t 2);F = BSO{2\ 

其中 ^(B) = 0.它的 Z - 同调谱序列的形状为 El q H p {B,H q (F)) = E ^, p+g ^ 


B 

D 

□ 


D 

^9 

m 


0 

0 

0 

0 

- 1 

0 

0 

□ 

D 

□ 

S 

□ 

B 

團 

■ 

0 

1 

5 

3 

B 

■ 


因为2以 # 0, 22： = 0,故 ( f # = 0,由此得到 Tv^BSOiS)) ^ H a {BSO{Z}\7,) 是个 
Coker H = Z 2 的映射. 

类 Pi€ H d (BSO(3);Q) 满足 


( pi , u ) = 2 y 

其中 u 为群的基元.故而，对 G =双>(3)，数 （ Pl ， [5 4 ]) ^ 上的丛《上 
历遍所有的偶数值. 

将 50(3) 嵌进 SO ( 4 ) 我们则把 f 变到了 f ㊉ 1，而仍(（ ㊉ 1) = pi ( 0 , 

® 1) = Oi 

考虑 50(4) = ( SU { 2 ) x SU ( 2 ))/{~ 1 , 1 } 及丛映射 

p : BSO { 4 ) K ( Z 2 i 2 ),F = DSV ( 2 ) x BSU { 2 ) r 

在 Z - 同调谱序列中，考虑到 MB )= O y 则有 

E 2 Pjq = H P { B \ H q ( F }} = + 


B 

B 

Q 


| 

^9 

■ 


■ 

■ 



■ 

■ 

■ 

□ 

□ 

Q 

5 

D 

□ 

□ 

a 

□ 

■ 

□ 

■ 

| 

■ 

□ 

「1 

B 

□ 

B 

I 


这里的 2x — 2v = 2w = 0, d^x = 0 ? 这是因为 ：/ 0, 2y ^ 0, 映射丑： 
tv 4 (BSO(A)) H A {BSO{^Z) 不是个同构 ， Coker H = Z 2 . 

结论 因为在对偶空间 Hom (/ f 4 j Z ) 中为基，故 x 可以在#上的丛 
上取任意的整数值，而取任意偶整数值. 

引理得证1 口 
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直接构造我们所要的丛（米尔诺).我们记得/见 U ], 卷 §24), 球面#上 
的 SO(4) 丛可以由群 tt 3 (SO(4)) = Z + Z 进打“编号' 即整数偶对.对 
应映射 Aj :炉— SO ⑷ 的显式构造由四元数给出： 

fhj(u)v = u h vu^. 


其中 e El = M 4 >| = 1 ( 即 u e 炉).以表示对应的 0 上的丛. 

习题1证明 


说 hj) = h+j, = ±2(h- j). 

设数 / z 和 j 满足 — 以 A/ fc 7 表示丛&的空间（其纤维 

为球面 S 3 ). 这个流形可以由两个相同的 R 4 x 沪沿子集 ( R 4 \{ Q }) x 粘合而 
成，这个粘合是一个微分同胚 

(¥卜(价(^^) 


(请验证! J 

习思 [2 验证函数/ 

" 、 Re v Re u tf 

/(iM (TTl^F) 1 ^ = (T+ I ^ P ) 1 /^' 

其中，二 V(tZ)- 1 , 在 Mi 上正好有两个临界点 ( u , v ) = (0, 土 1), 并且非退化. 

由此得到，所有流形 A^ 7 同胚于球面 S' 由习题1及本节前面的讨论知, 
当知 2 吴 l(mod 7) 时，流形与 S 7 不微分同胚. 

因此，我们将看到 T 存在非平凡的光滑流形它具有球面的同伦型（“同怆球 
面”) .具#同伦型的流形的集合对于流形的“连通和”运算（参 看⑷ 是封闭 
的； 


A / f # M 2 n 〜6 1 ' 

定义1称两个闭流形 M； 1 和 A/? (具任意同伦型）为&配边（或 J- 等价) 
是说,如果存在膜 lV n+1 ,OW n+1 = 并且该膜 wn ^ 收缩到自己的每 

个边缘 AIP 及 

引理3同伦球面的配边类构成群 

证明我们注意到，连通和运算总是可结合的（不仅对同伦球面).考虑定 
向同伦球面和与它相同但定向相反的的连通和= M 0 tt 
流形是下面给出的流形呢〜 1 的边缘（参看图 119) 


辦七维球面的光滑结 构和溫 _斯特挟率.挪+ 


从乘积空间 M ^ xl 中去掉乘积 x 夂其中 c 
Ml 为半径 e 的小开球.将其光滑化后，我们注意到 
dW 71 ^ 1 = 且 W ^ 1 收缩于每个边缘+ 

在 W ^ 1 中去掉小的开球后，我们得到 dW ^ 1 
和通常球面之间的^配边.引理得证. 口 

引进如下记号： dP Tl+1 表示 W 中由 （ n 十 1) 维可 
“平行化”流形的边缘组成的 子群； 人 C ^ + n (5^), n < 
iV -1, 为由通常的球面 5" c 组成的子群（参看 
Uh 卷 L §23). 有如下的 事实： 



图119 


任意一个同伦球面在嵌入到中时有平凡的法丛（对于 n = 4 A , 
由波特 ( Bott ) 周期性（参看 §22) 以及在 r ( S ^) = 0时对外的符号差公式 得到; 
对 n 铃 4&8 fc + l , 从+2，由 7 r n (50) =0得到.当 n = 说+ 1，讣+ 2対这是亚 
当斯 ( Adams ) 定理，它由代数拓扑中更现代的技术得到). 


因此，考虑到选取 C R N + l 的嵌入的随意性，我们便得到了同态# 
^ + ,( S N } 这个同态的核为群(请验证 !} 

对于群 ap # 1 已知如下 结果： 


a ) 如果 n 为 偶氣则 = 0; 


( 0, n = 2 . 4,6 ? 

Z 2 , 77, = 10, 

(1 或 ^ + 1; 

c ) 等于某个有限阶的循环群，当 n == 7时其阶为 2 S (实质上，我们 

已经在前面建立了非平凡的同态沪— Z 7 ).ti = 3的特殊情形没有被考虑.群 


r n ^ 


7 T N + n ( S N ) 

7 ^ 


和 w 有+列形式 


71 — 

0 

1 

1: 

2 

3 

4 | 

1 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

l ' n - 

0 

0 

z 2 

0 

0 

0 

0 : 

I 

0 

1 

1 

(^) 2 

^2 

| 

e n = | 
1 

0 

0 

0 

9 

1 

0 

0 

I 

0 

^28 

㈤ 2 

(^) 3 

泛2 


关于同伦球面群 w 的这些事实属于米尔诺和凯尔维尔_另外，有定理（斯梅尔): 
对维数5的单连通流形，任意配边 W n ^ 1 均平凡，即 W n+l - M - x /. 
故而群 M 除了维数 n = 3,4外给出了球面上光滑结构的分类. 

球面上的光滑结构和同伦型球面的流形的分类在 n / 3,4时 是同一 回事. 
群沪还不知道 7 但在 S 3 上没有非平凡的光滑结构.群沪= 0是知道的，但是 
不知道在炉上是否有非平凡的光滑结构. 

现在来讲 * 讲维数 n ^5 时的光滑闭的单连通流形的分类理论（诺维可夫. 










■ 266 ' 


第三章配边论和光滑结构 


布劳徳尔 （ Browder )) 13 . 自然发生的问题是：除了同伦型和切丛等价类外，光滑 
闭流还由哪些不变量决定？对于同伦球面这种特殊情形，我们表述过的理论（米 
尔诺〜 凯尔维尔）解决了这个问题.对于一般的流形我们这样处理这个问 题：考 
虑在嵌入 C R N+n 下的稳定法丛当况 > 71 + 1时，它被切丛，唯一确 
定，因为这时有等式 

r n © / 〜 0- 

任意非球面同伦型的光滑流形显然并不构成群.我们发现，考虑托姆复形 
M [ u N ) 特别有用+存在自然嵌入 C M(^) 和流形在 R N+n c S N+n 
中邻域 a 的映射 

U ^ M{u N ), 

它把况 / 变到一点.邻域 a 就是丛的空间.空间偶对的映射 (U t 9U) ^ 

以自然的方式延拓到球面的映射，它把区域 t / 在球面 S N 〜 的补空 
间映到点^^ 

0 - 妒 M n : S N+n — M(y N )+ 

对于映射0 我们有 

^[S N+n ] = <p[M n ] c H n+N {M(u N )) 

(其中 w 见§27,引理 4 ). 因此，闭链是球 面的. 另外，群 
等于 Z , n < iV + L 作为§10结果的推论我们有 

7 TjV + n ( M {^ N )} = Z -h />, 


其中 D 为有限阿贝尔群. 

由此构造，流形对应了元素 ^ G 7 r N + Tl < M (^)) 使得 ^[ S N+n ] - 
ip [ M n \. 所以 ipM 竹 = l + a,cte D . 丁是成立下面的命■题. 

命题 1 (诺维可夫） a ) 设 M ' D ， v N 如上; 对每个在其卜 1给出了保持法丛 
及定向的同伦等价的流形即/ : Mf — Mldeg / = = < r ) 7 对 

应于元素 ^ e 7^ + n ( M (，))， 其形式为1 e D (但一 般并不唯一)■对 

n ^4 k - h 2 成立逆命题 . Mn = 4 k - h 2, 那些可以由同伦等价“实现的”元素1 + a 
历遍一个子群 ^ eDcn , 其中或者 D A 或者云 具指数 2. 

b ) 如果两个这样的流形和都落在同一个类1十《 € 7 T n + JV ( M (^)) 
中，则存在米尔诺球面 dP 2 n +1 使得 Mr #6» = 

推论当同伦型和切丛（或其不变量庞特里亚金类外 e / T ( M ' Q )) 固定 
时，只能存在维数 n > 5的有限个两两不微分同胚的光滑单连通流形（所有构 
造出的微分不变量均在有限阿贝尔群中取 值). 

i 〕 对于 n = 4的情形 T 这个理论只推出了论断说,同伦等价的流形为 ma 边的」 
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还有一个定理（布劳德尔，诺维可夫）指出，在光流形 Mr 上什么样的丛《 
可以实现为某个流形 M 2 ”在 Mf c 中的法丛，其中的 MJ 具有 Aff 的同 

伦型： 

a) 为此的必要的条件（当71 二 6,14或所有奇数 n 二 说+ 1会5时也是一个 
充分条件）是使闭链 e H N + n ( M (^)) 为球面的（即球面 S N + n 的像). 

b) 当 n = 4fc 时其充分性还需加上另一个条件，即庞特里亚金类, 
Pit ⑹的 Hirzebrucb 多项式等于符号差 r[Mf]* 这个条件的必要性是显然的（参 
看前面的符号差公式). 

这个定理还可以形式地推广到更一般的形式（布劳德尔可以假设 Mf 不 
是个流形而只是一个复形，同时在其整系数上同调群中（不是局部的，而只在整 
体上）存在庞加莱对偶+问题是，什么条件下 Aff 才具有光滑闭流形的同 
伦型？对此的充分必要条件是能找到上的稳定丛其中闭链 ^{ M^) 为球 
面的，并且满足 a) 和 b). 

当 n = + 2时，所有这些定理的形式也是正确的，但在阐述上更加复杂; 

我们在这里就不再继续了. 

习题3证明在球面的情形中我们有 

M { u n ) ^ S N V S N+n , 

= Z + TT N+n (^) 7 

即 z> = 7 T N + n ( S N ). 

为了对“法不变量 6 ^ N + n ( M ( u N )) 的非唯一性的程度作出估计，需 
要考察在底空间映射度为 +1 的法丛自身映射的同伦类构成的群： 

M n M r \ iy N -L 〆 t 

这个群作用在托姆复形上，其形如1 + e n N + n ( M ^ N )) 的可容许元 
的作用轨道恰好对应了一个流形但可以相差到附加一个子群 dP ^ 1 中的 
米尔诺球面6»，即 棘 

习题4证明，对于= S' 上述的“非唯一性程度”可归结为 
是如何分解的.对于 A/\ tt 1 (M 4 ) = 0 的具法丛的这个流形，计算其自同爲的同 
伦类群.证明，它在形如 1 + «的元素构成的子集上的作用是可迁的.对 
和炉 x 々计算这个群， 

我们转到那个保持稳定法丛不变的同伦等价的令人非常好奇的一个性质. 
定理 1 (马祖尔 (Mazur)) 如果/ : 同伦等价，并使得广< = 
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然而，经过倍的典则扩张：瓦^微分同胚于同时仏的大小 
也增加了 cT 1 倍.多次重复这种扩张,我们得 到了： 

D^ } C U 2 C 坤） Cf/^-L C D ( ^ a n 坤么 … 


/ \ C 

czu.cz of ] e U u5 -, c [ u 26 -, a of \ 

fr\\ . . t _ - " ._^ \ 




因为故微分同胚戶 : Ih ' 6 - 
列的极限 4 出了微分同胚 ‘ ―私.定理得证. 


的扩张序 


< ? 则具纤维的丛和的空间私和私微分同胚（在这里并未假定 
单连通条件 h 其中 7 V > n +2. 

证明考虑映射 f C E 2 的以光滑嵌入/ : E 2 构造的逼 

近映射，以及“逆”映射 g : M ^ ^ Mf C E x 的逼近映射 g : M ^ <Z E u 这里有 
fg 〜 l ， gf 〜 1. 假设 JV>n + 2. 由条件要求像 /( A ^) c 芯 2 和沉 Mf ) C 仏的 
法丛分别为和所以存在从由长度< 1的在丛 均和及 中的区域乃产 
和 D [ 1} 分别到 A 和％的微分同胚，其中 tA 和 t / 2 分别是 f { M ^) C 私和 
g [ M ^) C 中的 邻域： 

F : D { i ] ~^ U 1 ( zE 2i G : ^ lh C Ei . 

我们注意到有 fA c uf \ u 2 c 故定义了映射 5 乒： Di 1 ) - D^.FG : 

d \ 2) Df \ 不妨假定邻域 fA 和 f / 2 分别包含了 M 2 "和 Mr ， 连同它们各自的 
<5- 邻域 Df \ 其中的 J 充分小+事实上，我们注意到，邻域％包含丁 
微分同胚像于是零截影的像同伦于它自身.所以整个流形玢的微 

分同胚保持了所有长度3 | 的向量不动，而同痕于恒同映射，从而这个像可以 
与零截影的邻域相合（参看丨 1], 卷 n ，§10). 在这里稳定性条件 iV > n + 2起了 
实质性的作用，它使我们能应用惠特尼的定理. （虽 然读者容易看出，这个命题 
可以由上面所阐述的在单连通情形下的斯梅尔定理得到，但是我们要对非单通 
流形进行马祖尔定理的证明 .） 我们有一个微分同胚和包含映射的图表 


2 ―/ I ―/ 2 

Muyu^ 



⑴ n" r 



§28. 七维球面的光滑 结构. 光滑流形的（法不变）分类问題.轎徳迈斯特桡率 

和组合拓扑的基本假设 _ 269 - 

_ 

推论1流形和上的丛 7 ^的托姆复形为连续同胚： 

证明显然 T □ 

习题5如果^ = 3,证明所有定向流形为平行化流形. 

推论2如果透镜流形 Ll( Qj ),j = 1,2,为同伦等价（即 奶； A 2 g 2 , 其中 
奶，咖 A 为 modp 非零，其中 p 为素数)，则它们与 ，(n > 5) 的直积（参看 §11) 
微分同胚于 IR 5 x 1^( 奶）= Lp ( q 2 ) x R 5 ,^i = X 2 q2 - 

平凡丛的托姆复形 M ( n ) 和 M (^) 同胚. 

重要的事实（米尔 诺)： 在托姆复形中存在一个特殊点 {*) C MM ， 
它被组合地确定（在单纯剖分下）在一个“星形”的边缘上的锥上；这个星形是 
以 V 1 为纤维 的丛& 的空间；星形边缘的组合不变量就是该复形自身的不变 
最.如果球面5- 1 的维数为偶，并且丛&为直积，则赖德迈斯特挠率有形状 

R { Ll ( q ) x ^ 1 ) - RiL ^ q )) x ^― 1 ), 

其中 X 为欧拉示性数（请验证!) . 特别，例如可能出现的情形为 P = 7: 

x xn / R ( L 3 p ( q 2 )} x 

其中 x ( S n l ) = 2, 因此托姆复形 ikf ( n ) 和 M ( u 2 ) 不是组合等价的，然而是同 
胚的+ 




参考文献 


1. JIy6poeun B A f HoeuKoe C U y ^omchko A 71 CoBpeMeHHM reoMexpim. 
M,: Hayi<a，1979 

2. PameecKuu U K. Kypc 中中 epcHHHajii>Hoft reoMCTpwjd M_: FocTexw3 

1956 

3. PameecKuu U K. PHMaHOsa rcOMeipM h TeH3opHi*iit aHajiH3. HayKa, 
1967 

4. IJo^opeAoe A B. Zbuj^epcHUHajiBiiM rcOMeTpua. M_: HayKa, 1974 

5. ffozopejiOB A B. BHemtuift reoMeTpM BmiyKJibix noBepxHOCTeii. M-: 

HayKa, 1969 

6* AjieKcandpoe Jl JX. BHyTpeHMfl reoMexpufl cmiyKJiLix noBepxHOCxeii. 
M. — JI-: rocTexm 屈 aT, 1948 

7* B^umob H B. Bbicma>i reoMexpwji- M -： HayKa ? 1971 

3» ffopden A U. Teopun nosepxHocTeH, M*: rocTCXH3^aT ? 1956 

9. ^uhukoo C IJ* Kypc ah 中中 epemwajibHOH rcoMeTpmi. M ，： rocrexn3 屈 aT, 
1952 

10, Kobayaslii S, Nomizu K_ Foundations of Differential Geometry, vols I and I ， 
N T Y+: Inter science, 1963/1969 

11. Seifert H, Threlfall W.Topuiogie. 1938. ( 有中译本：拓扑学 . 江泽涵译 . 北京 : 
髙等教育出版社， 1959) 

12* Seifert Threlfall W. Variationrechnung im Grosser- Hamburger Math. 
Einzelscher, No* 24. Leipzig: Tfeeeber, 1932 


参考女献 


，271 ^ 


13. Milnor J W. Morse theory, Ami. Math, Studies. No. 51. Princeton NJ: 
Princeton University Proas, 1969 

14* Milnor J W. Singular Points of Complex Hypersurfaces * Ann, Math, sliiidiea ， 
No. 61. Princeton NJ: Princeton University Press, 1968 

15. Milnor J W- Lectures on The hCobordism Theorem. Mathematical Notes. 
Princeton NJ: Princeton University Press，1965 

16 - Uoump^uu JI C. Pjia r nKHe MHoroo6pa3Mfi m mx npuMCHCHiift b TeopHH 
rOMOTOUHH. M.: HayKa, 1976 

17. UoHmpjrzuH JI C. HenpcpbiBHue rpynnu. M •: Hayica，1973 - (有中译本: 
连续群 . 曹锡华译 + 北京： 科学出版社， 1957—1958) 

18. Scrre JP- Lie Algebras and Lie Group. N* Y.: W- A- Benjamin，1964 

19. Springer G. Introduction to Riemann Surfaces. Reading MA: Addison Wesley ， 
1957 

20. Nomizu K. Lie Groups and Differential Geometry. Math. Soc. Japan, 195G 

21- Chcrn S S ( 陈省身 ）- Complex Manifolds. Textos de Mathematica, No.5, 
Institute) de Fisica e Mathomatica, Univcrsidade do Recife, 1959 

22, Bishop R L, Grittcnden R J. Geometry of Manifolds. Pureaud Appl. Math” 
Vol-25. New YorkLondon ： Academic Press. 1964 

23* Gromoll D, Klingenhcrg W and Meyer W + Riemarinache Geometrie im 
Grossen* Lecture Notes in Math + No.55. BerlinNew York: SpringerVerlag, 
1968 

24. Helgaaon S. Differential Geometry and Symmetric Spaces. N. Y,: Acadmic 
Press. 1962 

25* Steenrod N E + The topology of Fibre bundles. Princeton Math, Series. Vol 
14, Princeton University Press: Princeton, N. J, 1951 

26* Po 3 endopn 3 P- 3a^a^m no 职中中 epeHUHaJitHofi reoMeTpwH. M.: Hayi<a ? 
1971 

27. Hobukob 0 II f Muu^^hko A O f Cojiosbcs IO II， ^omchko A Z 7 . 3aaa^iH no 
reoMCTpHH. M.: Ii3 邱 o Mry, 1978 

28. Hilbert D, CohenVosscn S, Geometry and the Imagination. N. Y •: Chelsea ， 
1952 



• 272 - 


参考文献 


29* Poxjiuh B 0yKc M B. Ha^aJitHtrii Kypc TonojiorHH. rooMCTpu^ecKwe 
rjiasu. M_: HayKa, 1977 

30. Lefschetz S- Algebraic Topology- Amer. Math. Soc. Culloquiuru Publication, 
Vol 27, 1942 


31, PojiySee B B. JIgki^kh no MHTerpwpoBaHHio ypanHeHnii otmjkchka Tameji- 
oro TBepjoro Tejia okojio HenOABUsaiOM td^ikh. M.: 丄 ocTexn3 ； iaT，1953 

32- Hu SzenTsen ( 胡世袖）， Homotopy Theory, N_ Y,: Academia Press, 1959 

33* Dold A + Lectures oil Algebraic Topology. Grundlchrcn, 200, SpringerVerlag, 
BerlinN. Y, 1980 

34* Spaiiier E H. Algebraic Topology. New York ： McGrawHill, 1966 

35* Hilton P J, Wylie S. Homology theory. Cambridge Univ. Press: Cambridge: 
UK, 1967 

36. Milnor J W, Stashcff J D, Characteristic Classes. AMS, No.76. Princeton, 
NJ，1974 

37. Stong R E. Notes on Cobociism Theory* Math. Notes, Princeton Univ. Press, 

1969 

38* Hirzebruch F* Topological Methods in Algebraic Theory. Grundelehren, 131 
SpringerVcrlag, Heidelberg, 1966 


39< PaccJioeHHbie npocTpaHcxsa h kx npH jio jKeHM ji . C6. ncpesojoB* M- : 

MJI, 1958 

40* 中 yKC JIB，^omshko A T 7 rymeuMaxep B JI. T oMOTonw^iecKaH TonoJiorHii, 
M. : 风 3 麻 Mry, 1969 

41. Husemoller D H, Fiber Bundles. McGramHill: New York, 1966 

42. Mosher R E, Tangora M C, Cohomology Operations and Applications in Ho¬ 
motopy Theory- Harper’s Series in Modern Math,, Harper and Row: New 
York, 1968 

43. Weil A. Introduction a letude dcs varietes kSJileiienncs* Actualitcs Sci* Ind. 
Hermann: Paris, 1958 

44< MuiUf€HKo A C，^omchko A T. Kypc 双 rcoMeTpHH m 
Tonojiorww* M ■: Mry ， 丄 971 


参考文献 


，273 _ 


45. Steenrod N E, Epstein D B A.Cohomology Operations. AMS. No,50. Prince¬ 
ton Press，1962 

46. TeopnH ru jiktuhob/IIoa- HuHWKOHn C. II- M- : Hay«a t 1979 

47- Klingcnbcrg W* Lerttires on Clnserf Geodesics. Grimdeleh ren, 230. Springer- 
Verlag, BerlinNY, 1987 

48, Griffiths P A ? Harris J. Principles uf Algebraic Geometry. InterscienceWiley ： 
NY, 1978 

49. Atiyah M F* K—theory. W. A. Benjamin, New York. 1967 

50* Browder W. Surgery on SimplyConnected Manifolds. Ergcbniasc dcr Math. 
65, Springer-Verlag, BerlinNY. 1972 

51. BoAinsmcKuu B r f E^peMoeun B A. HarjiJiOTafl xonojiorM. M.: HayKa, 
1982 

52. Toda H. Composition Methods in Homotopy Groups of Spheres- Princeton 
Uni. Presa, 1962 

53. Adam's .7 F. Stable Homotopy Theory. Berlin, Springer Verlag, 1966 {Leot, 
Notes, No 3) 


54* Morse M. “The calculus of variations in the large” Amer. Math. Soc. 

Colloq. Publ, 7 IS, N- Y., 1934 

% 

55* Al’ber S I + “On the periodic problem of the calculus of variation in the large' 
UMN 12, pp57—124 


56. JhocmepnuK JI A } IUnupejibMan J1 f. u TonoJiorHM€CKnc mctoam b Bapna- 

nwoHHtix 3a,naHax 77 Tpy/tu Hay^no Hcc-no^ionaTejiLCKoro HHCTHTyTa 

MaTeMaTMKM H MCXaHHKM 1930 

57. JIiocmepHUK JI A } UlnuptJibMan JI -T- ^IIpHMeHeinio TonojiorMM k aKCTpeM- 

3a 乃 aHaM 11 TpyA^ 2to BcecoK>3iioro MaTeMaTw^iecKOro ctesAa, 

1935, t. I, c. 224—237 

58, HoauKoe C 17. L To moT onn^ecKH 0 KBHBa^:eHTHhie rjia^Etwc Mnoroo6pa3Mfl ， 
I” MAH CCCP, cep. Ma/reM_, 1964, 2S ， c+ 365—475 

59, HoeuKoa C U “O MHoroo6pa3MJiK co cbo6o,zchoh a6cJiGBOH 中 yH 及 awen- 


TaJiMOH rpynnoft w hx npMMeHCHHHx^ HAH CCCP, cep. MaieM., 1966 
30, c. 207——246 


■ 274 , 


参考文献 


60. Hoeunoe C 77- u Hobmc h 刀 gh b aJire6paHHecKoii TonojiorwM” yMH, 1965, 

20. No3. c. 41 66 

} 4 

61. ^omchko A 71 U II epwo jih^ihocts BoTxa c tohkh 3peHHH MHoroMepworo 
4>yHKOHOHaJia HupwxJte 11 MAH CCCP, ccp, MaTGM., 1971 】 35 ， c + 667 —— 
681 

62. ^oMeHKO A T. u MHoroMepnaH IIjiaTO b pwMaHOBLiix MHuruu- 

6pa3Hflx’’ MaTeM. c6. ， 1972, 89, No 3, c. 475 — 520 

63. Milnor J W, Lt Whitehead torsion ”； Bull. Amer. Math. Soc, 72 + pp. 358 — 
426, 1966 

64. Milnor J W- “On manifolds homeomorphic to the 7—sphere’’，Ann of Math. 
(2) 64, pp399 405, 1956 

65< Muvj^eHKO A C. u 0pMHTOBa Ktoopmjt. Tcopmr xapaKTepHCTHMecKWX 
KJiaccoB, Mexoiiu cj)yHKiiK©HajibHOro anajiw3a” yMH,1976. 31 No 2, c. 
69 - 134 

66. Byxmma6ep B M } Muvj^hko JI C ， Hoqukoq C 77. “ 中 opMajiLHKie rpynnLi w 
ns pujib b aimapaTC ajiroCpaHMGCKOM TorrojrorHH ?, y MH ? 1971 ， 26 t No 
2, c. 131—154 

67* Poxjiuh B A. “Teopus BHyxpcHHiax roMOJiorww” yMH, 1959 ， 14， No 4 ? 
c. 3—20 

_ 

68. Poxauh B u 3wepHoe MHOroo6pa3Hc —rpaunua 4wepHoro” UAH 
CCCP, 1951, 81, No 3, c. 355—357 

69 ， Atiyah M F. “Thom Complexes' Proc，London Math. Soc (3), 11, pp29 
310. 1961 

TO * Milnor J W- Differential Topology* Lecture Notes，Princeton Uni, Press; 1958 

71- Smale S. “On the structure of manifolds” Amcr. J. Math. 84 ? pp.387 一 399, 
1962 

72* Smale S* “Tbpology and mechanics I E” Inventiones Mathcmaticae 10 ， pp. 
305—331, 11, pp. 45—64 

73, JleraiMn Ha m aTeMaTHKec kom ceMHHape no rOMOTonH^ccKoii TonoJiorww 1 
yMH, 1966, 21, No 5, c. 117—248 

74* Kervaire M A. “A manifold which does not admit any differentiable struc¬ 
ture 51 ? Comment. Math. Helv_ ， 1960, 34, No 4, p, 257270 


参考女献 


■ 275 _ 


75. Kervaire M Milnor J- “Groups of homotopy spheres, 1” Ann. Math” 
1963 f 77, p.504- -537 

76* Afilnor J. “Two complexes which arc homeomorphic but conibinatorially diy- 

tinct” Ann. Math., 1961, 74, p.575—590 

77• Serve J P. ^Cohomology modulo 2 des complexes cTEilcnbergMcLanc” 
Comment. Math. Helv., 1953, 27, p 」 98 — 231 

78. Cartan H. Algebres d ? EilenbergMcLane et homotopic, Seminaire H. Cartan ， 
Ecole Norm. Super. (7c aimee) } 1954/1955 

79. Milnor J. u A survey of cobordism theory” Enseign, Math” 1962, 8, Nol — 2, 
p.16 23 

80* Novikov S P, Pontrjagin classes，the fundamental groups and some probleiris 
of stable algebra. Ess, on topology and rel. topics. Memories dedies a Georges 
de Rliain, BerlliiHeidelbergNew York ： Springer Verlag，1970 

81. Adams J F. Stable homotopy and generalised homology, Chicago Lcct. 
Notes in Math-, 19T4 



应用 1 

多值函数的类比莫尔斯理论.泊松括号 
的某些性质 


c . n . 诺维可夫 


设 M 为有限维或无限维的光滑闭流形（例如，连接光滑流形中两个 
点&和^道路空间，或者闭的定向曲线的空间；这里的曲线是圆到呢 m 的 
光滑映射)，在流形 M 上给出一个闭的1 -形式 M 存在一个（无限叶的）覆叠 

使得形式为函数的微分（最简单的例 子是, co = d ^ M ^ IK 2 \{0} ? 
而兑为对数函数的黎曼 面)： 


p^oj = dS . (1) 

我们称 S 为在流形 M 上的 “多值函教” 在无穷维情形我们假设，在临界（平 
稳）点 二 0或0；二 0) 处，函数^存在二阶微分 d 2 s , 并且有有限个负平方项 
(即“桌尔斯指数”）和有限的退化阶.实际上我们要考虑的只是所有临界点或者 
非退化或者构成非退化临界流形（参看§3^的情形+我们还将假设，函数^具有 
明确定义的“梯度下降”，就是说，在流形上，任意一个紧子集在按 S 的梯度 
方向下降时 s 或者遇到临界点，或者逐次的往“下”地经过函数 S 的水平面. 

我们的任务是，对于多值函数 S (即闭 1- 形式 ㈧ 构造一个类似的莫尔斯 
理论，以估计 S 的在任意莫尔斯指数 i 时的临界(平稳）点的个数.我们以叫⑻ 
或 m ^ u ;) 记具莫尔斯 指数〗 的平稳点的个数，其中有 p *( u >) = dS . 

在群中可以选取这样的基{71，… i7n } ? 使得 



f0, 

\ f^j o , j ^ k , 
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其中所有 ptjJ = 1，… A 在1理（或整）系数上线性无关.称数 fc - 1为形式 
w 的“无理度' 极小覆叠 p ： M - M 把形式 w 拉冋到 M 上单值函数的微分 
dS = P 这个覆叠的单值化群正好等于於，即具 fc 个生成元匕， ■ ■ ■ , 4的自由 
阿贝尔群，它像“平移”那样作用在 M 上： 

tj : M —► M . 

_ 

实际上，“ 无理指数” m = Oi :抑：…： w ) e M P k - 1 是射影空间中的点.特 
别简单而又有兴趣是 A = 1的情形，这时形式 U ； 给出了整系数上同调群中的元 
素 M G 在这个情形中，函数 exp 彳 27 ra } 是 M 上的一个单值复值函 

数，其模为1,即一个映射 


/ = exp {2? r ^} \ M ^ S 1 . (3) 

关子对这种映射的临界点建立类似的莫尔斯理论的问题似乎完全是经典的 
东西，然而在不久之前（直到1981年）在文献中还看不到关于这个问题的任何 
研究+ 

我们考虑无限维的 “多值 泛函”的例子，它自然地化成了我们在前面提出的 
问题 .设呢〜为在度量 9 ij { x ) 下完备的黎曼流形，其上给定了一个闭2-形式 
O,dn = 0. 给出覆盖 = \ JU ( i 为那样的区域族，它们满足 

a ) 形式 U 在任一 f /„ 上名 恰当： 

J ^ Il ^ = (4) 

bj 对从线段 J 或圆^到 H / m 的任意光滑映射 7 ,存在区域使得 7 整 
个地落在中 T 

考虑流形 M =卬它是连接两个点的道路的流形，或者 M = 
这是闭的定向曲线的 空间； 并且我们以区域覆 盖它 ： M = \ jN a , 其中 

凡为所有的曲线7 C 组成.每个交集 iV a n ~可表小为 N Q f \ N 0 = \J N $, 

其中</为中曲线的同调类的编号，这些曲线为闭的或者 i 有两 
个端点的.在每个集合上，我们给出单值的泛函 

S M \ rr }= f {dl — 姑 (5) 

引理1在交集 0, 对每个 g , 泛函的差 5^(7} - 为常数. 

证明事实上，这个泛函差可表示为 

*、 — 州 = I m )、 ⑼ 

其中= d 杯 所以对每个同调类 g , 这个积分是个常数，引理得证， 口 
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于是泛函组义°)定义了一个“多值泛函使得 M 是在无限维流形 M 上 
整体定义了一个 1- 形式. 

这个例子有个自然的 推广： 设给出了光滑映射上的某种足够 
正则的单值泛函私和为两个完备的黎曼流形.设给出了 上的 

闭 a + 1 }- 形式 Q,dQ = 0 ,以及覆盖 W ^ = \ JU & , 使得 

Q 

a} t/ a = ^Pcx 'y 

b ) 对任意7,存在 编号％ 使得 7 的像整个落在区域 仏内. 

完全类似于前面，在所有映射 W 的流形 M 上（“手征场”）出现了 

“多值泛函” 5 =私+人知（参看[1]，§ 5 ) 

回到〖=1的情形，这时对流形上的完备黎曼度量阳和任意2-形式 
Q , 所有平稳点的莫尔斯指数有限，并且 M 上梯度下降的流有确定的定义,这种 
情形出现在那个类似的“莫佩尔蒂-费马 {Maupcrtuis - Fermat ) 泛函” 中：在 
黎曼流形 VT m (这里设 m = 2或 3) 上，在固定的流量 五下， 一个在位势场 u ( x ) 
和磁场 f ? 中的带电粒子的运动轨线由泛函 

^( 7 ) = f {dim - AjdjP) ⑺ 


的极值曲线定义.其中 

(dis) 2 = 2m(E — u(x))yij, d(Ajdx^) = J? (8) 

(参看 [1], 卷 I,§33), 在这里磁场假定是个恰当形式.对于非恰当的 2 -形 
式/?，我们则转到多值泛函上去考虑.我们在后面总是假定度量^满足完备化 
的条件 . 在流形州 m 为紧的情形，这个条件等价于 

E > maxtifj:}. (9) 

对于非单连通流形(例如环面 W ^ = T -) 可能发生这样的情形：不管前面 
所有的结构和形式的非恰当，最终因为这个道路空间 M 的单连通性，则1- 
形式 W 是恰当的 . mr 1 - 形式的恰当性以及函数 S 的单值性，只要让形 
式 D 在万有覆盖 g ： W ^ 上为恰当就可 以了： ff ? = 如果 形式卩 

的上同调类包含在仅仅与基本群有关的子群中： 

[Q] e H 2 (n lt R) c 

(其中 fP ( ir u R ) 如前所定义，为 H 2 ( K ( ir u l )； R)) t 则上述条件是成立的. 

习题1求出在闭曲线空间上使函数 S 可取任意大负值的一个充分条件， 
其中的条件是加在群 A 和上同 调类问 G 上的. 
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对于单连通的流形则不会发生这种情形.这时形式 rfS 对 M 上 
基闭链上的积分以及形式 W = (5*5) 的无理度被 2 -形式在 H 2 ( W m 7 Z ) 中的 
2维基闭链上的积分组决定，事实上它们相等. 

某些重要的经典力学系统可以化为形如 （7) 的泛函的极值曲线的问题（诺 
维可夫史梅里策尔 

1. 关于刚体在理想流体中运动的基尔霍夫 ( Kirchhoff ) 问题，其中的流体在 
位势不运动，井在无穷远处停止不动. 

2 , 关于在一个轴对称（特别为常值）的重力场中绕定点的刚体旋转问题，（例 
如旋转的陀螺或回转器等). 

这两个问题都可以通过方程来描述，这些方程在经过某些变换后可表示为 
在李代数 L = £(3)上的哈密顿系统，其中£(3) = L 是三维欧氏空间运动群的 
李代数，而其相空间为对偶空间选取 P 的一组基 ( e ]), 我们则可把任意元 
表示为 


t = ^2 hel ( 10 ) 

其中 h e L 为 P 上的线性形式 ，L = ( L *)\ 由定义，对 U 上的任意函数 f ( l *) 
的泊松括号由下面的条件决定. 

1. P 上两个线性函数即李代数 i 中的元素的泊松括号与 i 中的换位子相 
同： 

{l"j} = 心卜 C 11 ) 

2 . L * 上任意函数的泊松括号除去条件 1 外还由下面的一般性公理所 决定: 
双线性性，反交换性 7 雅可比恒等式.以及函数乘积的莱布尼兹公式 

{/5：M = {fy^}9 + (12) 

一般来说，在流形 ivg 上的任意函数的泊松括号在局部坐标… ■， w ) 下 
由张量 h ^( x ) = ^{ x ) 按公式 

㈣ 為鶴 ⑽ 

定义.使公式 （13) 给出了泊松括号的条件即要求成立雅可比恒等式，则需对张 
量 h ^( x ) 给予 限制: 如果 det (^) ^0 ; 则张量的的逆2-形式 h = h ^ Adx ^ 
应该是子闭形式：狀= 0, hijh ^ = 

最简单的情形，/^ =常数出现在经典的哈密顿体系中，它是由变分法计算 
引起来的（参看 [1], 卷1,§33). 为$的线性函数的情形在近15年来在文献 
中进行了有意思的研讨，原因是 h ^( x ) = 4 j ^ k 的这些€原来就是李代数的结 
构常数（由泊松括号的雅可比恒等式得到). 
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显然，对 X 为二次的括号 = 4x k x l 情形也是非常有意思的，现在也开 
始 了研究 (CKirqHHH^aji jiccb). 

对我们来说，重要的是 “ 对 a 线性 ” 的李代数情形，特别局限在代数 L = 
芯 (3) 上 . 我们选取这个代数的标准的生成基 (M u M 2: M^Pi,p2^p3 ) f 其中生成 
元 A 对成予平移 ，而 对应于旋转 T 泊松括号 （ 11) 按定义应具有 L = E(3) 
中换位子的形状： 


{A/j, A/j } = >二 Qj-fc A/fc ， 
) Pj } — 〉 ^ ^ijkPk i 

k 

{Pi^Pj} = ^ 


Sijk = »gn 




在基尔霍夫问题中的哈密顿系统与刚体流体系统的能量相同 , 
它是在空间 P 上变量 (M,p) 的正定二次型（如果刚体不是单连通的，在丑中 
可能会有线性项 


}{ — > 二 O^j iV 1 /^ A*^j + > : bij ~l~ > 二 


(15) 


对于刚体在轴对称引力场 U(z) 中绕固定点的运动（陀螺)，空间上的哈密顿 
有形状 


o，ij AfiAlj + U - 


(1G) 


其中的 4 为常数，它们由质心和固定点的位置决定.二次型总假 
设为正 定的， 在情形 （ 16) 中有对此形式的一个不等式形式的限制条件，这在基 
尔霍夫问题〔 15) 中则没有 - 
运动方程为 

M, = {}LMi}, f h = {H yPi }, (17) 


除去能量 H = E 外 、对于方程组 （ 17) 保持表达式（积分）不变的一般形式是那 
些函数它们满足 


= { fhPi } = (18) 

i 二 1,2,3, 即泊松括号的零化子，这些函数原来是在李代数的被称做“包络代 
数 ” 的中心之中 . 它们在所给情形下化为了两个函数（ “ 基尔霍夫积分”） 

= ■ ( 19 ) 


(: 请以初等计算验证 （ 19)0. 

在关于陀螺仪的问题中，函数巧 总使得 A : 1. 称这种情形下的积分 / 2 
为 “ 面积常数 ”. 在水平曲面 / 2 = 常数=州泊松括号由 （ 14) 给出，而矩阵 
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h ^{ x ) 在这个四维流形上当 p ^ o 时是非退 化的： dcth ^ / 0 . 故而定义了一 
个“辛”2-形式 h 二 hi ^ A dx^hijhpk 二 S^dh = 0. 形式&依赖于水平值 
/i = P 2 ,h = 有下面重要论断 + 


引理2变量变换 

y l = ❹ 'y 2 = 屮次 1 二你，之 2 =?v ， 7= 

0 ^ ^ 2tt , — ^ ^ ^ ^ ^ 

pain$ ^p 3j M 3 - jp 3 = -p^, 

pcos 9 cos ^ — P2y M2 — 7Ps = Pip tan^ sin^? + p$ cos 妒， 
p cosO sin ~ Pi, Mi — ypi = tan 0 cos — Ps sin 沪, 

把在水平曲面 h = p 2 ^ QJ 2 =ps 上的泊松括号化为 

{y Q ^y b } = 0, {y a ^b} = 在 LW 二 ^ cos 0. 


( 20 ) 


( 21 ) 


此时，这个辛 2 - 形式具有下面 形状； 

2 

h = 〉: dy a A + s cos OdO A dip = ha + 

a=l 

其中为沪上的闭形式， 

从拓扑上看，水平曲面 h = p 2 ^ 0 J 2 = ps 微分同胚于 T*(5^) f 即球面炉 
上的余切丛.形式 h 和 D 在基闭链 [P] € H 2 ( T ^( S 2 )) - Z 上的积分有 

JJ h = JJ Q — 47 r.s = 47 r / 2 / 1 _1/2 * 

52 [S^] 

证明这个引理直接由计算得到.轨道 A = P 2 J 2 = PS 的拓扑结构由积分 
hj 2 的形状几乎就是显然的了. 口 


我们在 T^(M-) 上遇到了形如 h ^ h ^ n 的泊松括号，其中 D 为底空间 
M n 上的闭2-形式.这样的泊松括号等价于在系统中包含了一个形式的磁场 
O . 因此，在基尔霍夫问题和陀螺仪问題中，运动的轨线可以由“莫佩尔 蒂-费 
马” 原理 得到，就是说由形如 （7) 的泛函得到,这个泛函当 s # 0或心# 0时是多 
值的（对于经典的陀螺仪问题/面积常数”不为零).在曲面 
上的哈密顿 H 在变换 （20) 下具有 形状： 

好= \§{ y )^ + #(y) 匕 + 

并且泊松括号由公式 （21) 定义.这个系统等价于在区域 u ^^ s ^ iPtiJP^KPi 
和巧 为上下两极）中的拉格朗日系统,这个系统由力学的作用泛函 

s 、 h} = j (^9abV a y b - ^(v) - ^a(y)v a - s sin 6(pj dt (22) 


定义，其中 
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<tab9 ac = A a g ac = A^y l =0,y 2 =<f,U = V- ^A ll A b g ab . 

泛函^具有球面炉上带电粒子的作用泛函的形状，球面妒在位势场 C/(x) 和 
磁场仿 2 = d x A 2 - 办4中，并有度量因为在 s # 0时“磁场”是拓扑非平 
凡的，故仿 2 是非平凡的，极”磁场.对球面炉上区域 K 的相对两极 


a = (^1 U ^2) 


起着指标的作用.对于覆盖 S ^=[ JU a , 它满足了前面用来定义多值泛函的条件 

(见 (4)). 因此，在我们的情形中，蟲 s # 0时 S 是这个系统的作用泛函，它依赖 
于水平面 ( j }, s ). 

当能量五固定时，运动的轨线可以由莫佩尔蒂-费马泛函得到 ； 它也是多 
值的，其中的 A 豆为闭的无限维 1- 形式 



对于五> m ^ cU \ y ) , 度量匕是完备的. 

我们来 出形如 （7) 的单值或多值泛函的一个显然重要的 性质. 在闭定向 
曲线的空间 M = f 2 + ( S 2 ) 上单点曲线全体构成了非退化的局部极小的临界流 
形，我们将在无穷叶覆叠 p : M ^ M 上对泛函亏法化（其中 S 为单 值)， 使得 
在单点曲线的流形的原像< p -^ S 2 ) = U 的一个分支（设标号 0) 上，该泛函 

取零值： " 


负部 ) = 0 T 

〜 ff (24) 

i 9( 兒) ~ 71 11 ^ = 

妒 ] 

这个性质有在流形 W m 上显然的推广 * 

我们来应用闭曲线空间的这些性质.用（曲）线段 J = [0 7 1] 连接覆叠空间 
M 中两个局部极小分支，使得点0在珣中而1在埒 C ❿ 中. 我们开始按5 
的梯度方向“向下”移动这个线段，得到了线段 I T , r ^0 J 0 = 0. 我们看到： 
对所有 r， 曲线段的端点 不动； 

b) max S ( I ^) > 4 tt 5, 这是因为在边缘是 M 部极小 + 由此连冋熟知的极大 

x=cos t 

原理得到了鞍点判别点的存在性，这个点在非退化情形时指数为 1. 

因此成立下面的定理. 
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定理 1 ( 诺维可夫） 对在条件 （9) 下的所有参数值 ( E ^ s ), 存在基尔霍夫 
和陀蟫问题中的积分轨线 7 它在与刚体相伴的坐标系中是周期的/ 


注 a ) 许多力学家利用扰动理论的方法得到了更加明显的近似可积情形的 
这类轨线族.但是把这些族扩张到远离可积情形的参数值上的可能性仍未得到 
证明， 

b ) 在陀蟪问题中，对面积常数为零的情形： * - 出现了 S 2 上的单值泛函 T 
由于莫佩尔蒂费马原理，即是等价的度量.这是以前用其他方法得到过的结 
果 ( Ko 3 jiob , Xap ; iaMOB )- 其中对五> max ?7( x ) 的情形可用熟知的柳斯捷尔尼 
克-史尼雷尔曼 {HiocTepimKa - IIlHHpe ; i 6 MaHa ) 定理得出；对 < maxt 7( x ) 
情形则由柯兹洛夫得到. 

现在转到关于构造对闭 1- 形式 w 的类比莫尔斯理论的纯拓扑问题，这里 
的 o ; 定义在一个光滑的闭有限维流形 M 上.最简单的情形是形式 w 代 

表了一个整系数上同调类 M e 我们有一个到圆的映射 

/ = exp (27 ri ^) : M n — S 1 ，S ~ f : M — > R , 

我们就考虑这种情形.如果没有临界点，则映射/定义了底空间 B = S ' 
上的一个光滑丛_循环覆叠 p : M — 可以这样构造：将闭链 D \ i ^] e 

实现为子流形 N 卜' 其中 D 为庞加莱对偶算子.按闭链 
切割 M n , 我们得到了一个膜妒 n ，有两个边缘 dw n = 各自微 

分同胚于 N n ~ : (也可参看 §27). 让我们取无穷多个复制的呢 n a WJ^,dWr = 
KPUKf 、 每个 KJ 1 微分同胚于 『十 把它们的边缘按所标出分支的序 
号 k 合起来： 1 

M= J W z n , HX，-oo < i < qc. 

oo > i > — OQ 

可以假定流形 N ^^ N ^- 1 被选为 5 的水平曲面（或者说是映射/= exp (2? riS ) 
下一个点的原像).单值化算子的作用为 

K h Wr 1 = dV ( 25 ) 

按照一般原理，函数 S 应该能产生一个胞腔复形（参看 §15). 但在目前的 
情形，并不满足通常莫尔斯理论的一个重要的基本条件:在这个理论中总要求无 
论在有限维还是在无穷维时小于一个值的 区域: S < a 是相对紧的.当前的情形 
虽然这不成立，但是从每个指数为 i 的临界点“向下”发出了沿水平面的“最速 
降曲面 '它 （或者如有必要，其小的扰动）自然地看成是“胞腔”.然而这个“胞 


应用 1 多 值函数 的类比莫尔斯理论.泊松括号的某些性质 

腔”可能沿 S 的水平面延伸到 -0 C ;在它的代数边缘中可能出现无穷多个〗一 1 
维的这种“胞腔”.在位移 t : M — M 下，函数 S 自身会増加一个常数，临界点 
变到临界点.因此,我们有了 结论： 

a ) 每个临界点确定了在我们所感兴趣的复形中的自由生成元； 

b ) 胞腔的边缘可以是这个复形的胞腔的无穷线性组合，这竖胞腔位于函数 
S 的水平面的“下面' 即只在 M 的一边延伸到 oo . 

c ) 所有这些“胞腔”可由有限个基按群 Z 的元所有可能的移动得到, 
其中这些元作用于兑， 

引进由形如 

mjt j (26) 

— oo < 常数 

罗朗级数构成的环 t 其中 系数％ 为整数，并对充分负的负数 j 为零. 以 K = 

表示这个环.我们把由流形 AT 1 上的多值函数或在覆叠 m — 上 
的函数 S 生成的胞腔复形看成是自由 K -模复形 c ; 其具有有限个生成元（因 
为临界点的个数有限).复形 C 的形状为 

0 — 叫 C n -i ^ —— C 0 — 0, 

其中3为模同态.我们注意到，与逋常的莫尔斯理论不同，在这里可能出现 
Co =0, C n =0 的情形.另外，在任意流形上存在任意非平凡上同调类的1 - 
形式 M e 使得它一般并不存在局部极小和极大（即 Co = Cn = 0). 

对于底 S 1 上的斜积 M 。 存在没有临界点的形式^即=…= 
0)=0. 

成立下面引理. 

引理3由任意光滑闭 1- 形式 w 生成的 K - 模复形的同调群为同伦不 
变. 

我们不去证明这个简单的引理了，但我们看出这些同调群的不变量可以用 
来得到在多值函数时的类似的莫尔斯不等式，这个函数由到圆的映射 产生： 

exp(27rzS) : M n —^ S 1 . 

环 K 是上同调一维的（如果级数 （26) 的系数是域中的元、则 ii ： 也是域)，于是， 
自由 X - 模的子模仍是自由模.因而可以选取闭链厶 = c C „ 生成的群 
(模）和“边缘”队 C A 的自由基.我们称这两个模的秩的差为“贝蒂数”，并以 
b k ( M n , a ) 表示，其中 a — [ oj ]: 


a) = rankZfc — rankS^, 
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类似地，可定义挠数 q k { M n , aY 选取模的自由基«…和子 模巩的 
自由基….0,其中 N — L = b k ， 它们有卜面的 性质： 

e ) = | Tlj + 〉二 I { t)€i , 

\ fc^l / i>L 

其中 1> 数 n, 除域数 n J+1 -2) 级数所有的项 qij ( t ) 的关于 f 的次数非负; 

0,并对所有 i，J 它除尽％ (如果 级数叫 不恒等于零).使巧/ 1的所有指标 
的个数称做挠数，记为 q h ( M n ^). 数取+ h 与模= Z k / B k 的极小生成元 
的个数相等. 

定理2到圆的映射 exp ^ iS ) 或者闭 1— 形式4其中 M G 
的指数为 i 的临界点的个数 m t ( 的或 m t M 成立下面类比的莫尔斯不等式： 

m t (5) > £>,(Ar ： M) + q“MH H). (27) 

这个定理的证明并不复杂，可由前面的讨论得到. 

我们注意到，我们所得到的类比莫尔斯不等式类似于经典的那个不等式，但 
包含在它们中间的拓扑不变量具有更加复杂的几何意义. 

对于满足 ^i(^) = Z 的流形，类似于在单连通流形上单值函数的斯梅尔 
定理的关于不等式 （27) 为最好估计的问题是有意义的.可以不太难地构造出一 
个水平曲面 iV^- 1 C M rt , 它对偶于类 M e 并目-连通和单连通（当 

rO 5时的所有情形都对).另外 7 利用在具两块边缘 dW ^ = 的 

膜，(由切幵 AT 得到）上的斯梅尔函数，可以以“极小^方式延伸水平曲 
面 JV n l 到整个 A/' 从而得到 A/n 上的形式 w 和在覆叠上的函数 
S 、 但是这个形式（或多值函数）可能的临界点的个数远非极小.极小的1-形 
式^的构造要求选取在某种意义下的"极小”初始流形 iV- 1 c 当然，如 
果这种选取一般是存在时才有意义.对于具群 Tn(M-) = Z 的流形彻底分析这 
个问题是有意思的 .( 这个问题已由法尔伯 （Farber) 在1983年解决)， 

对于更复杂的情形^>1 : 我们作几点注解，即当形式 W 至少有两个有理的 
独立的在一维闭链的 积分： 

Xi = ♦ 吨71，… ,7 k ，7 k+u … ，7况为丑的基， 

Xi # 0, …， Xfc / 0, m t Xz ^ 0, 

其中 叫 为任意整数.有覆叠釔-% A / n 7 其中并且单值化群为自由 
阿贝尔的.引进环它由 e 的整系数级数 

I 

b= y , wr ■■- £ r 

m=(mi … r?ifc) 
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组成，使得 

1 . 如果的绝对值充分大 且非负 ，则三 0 . 

2. 对 x “稳定' 就是说对任意级数6存在数 e > 0和 iV ; 使得当满足条件 

< 其中 ^ d <6 

时 ？ 三 a 

闭的 1- 形式 u 定义了一个胞腔复形，它被看成是 K x - 模的复形.这个复 
形的同调群为同伦不变，并可以作为构造莫尔斯不等式的基础.有趣的是研究 
这里 X 的复形和同调群之间的相互依赖关系，其中的形式有小的变化而临界 
点本质上仍和以前一样. 

如果形式 u 完全没有临界点，则流形有形式 

s M N 

\n =-=- . 

z k z k ' 


其中及为 a ； = 0给出的叶状结构的纤维.这时的所有叶（纤维）是相同的.没有 
临界点井在闭链上有有理积分的闭形式岣 — ^对形式 u ； 的逼近知道 } 显然流 
形是底为圆的一个斜积，这个斜积的纤维是紧的流形 a 只 的一个 
商空间， 

N iVj 1-1 , 

即 N 为上的正则覆叠，其单值化群为 
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应用 2 

普拉托问题.配边和在黎曼流形中的整 
体极小曲面 


A. T . 福明柯 


L 局部极小曲面 

像我们在卷1 ，§打中了解到的，在三维空间中一个固定电线圈上张着 
的皂膜是个二维极小曲面的漂亮、直观的物理模型.让我们来回忆高维体积泛 
函的定义.设为黎曼流形 AT 1 中的一个光滑紧子流形，又设 D c V * 为在 
此子流形上的一个紧区域，而为上的诱导黎曼度量+于是定义了一个数 
vol feJ D , 即所谓的在子流形上对于度量的该区域的维体积.如果子流形 
为紧，则有一个对应关系 h voUV % ? 它给出了在维子流形类上的黎曼体 
积泛函.这个泛函的极值流形被称为局 部极小曲面. 例如，对于嵌入在欧氏空间 
中的超曲面 V 的情形，这个泛函的欧拉〜拉格朗日方程的解便是局部极小 
曲面，这已在 m , 卷1,§37推导过+ ㈣ 中超曲面 V 的局部极小性的条件可以用 
这个曲面在欧氏空间中的嵌入的局部不变量的语言来刻画.让我们回忆一些经 
典的结果（其证明可以参看例如 [11, 卷 I , §37): 

命题1设 V — 1 C R - 为光滑超曲面（可能具有非空的边缘).这个超曲面 
的平均曲率恒等于零当且仅当这个曲面可以在其每个内点的某邻域中表 示为体 
积泛函的极值函数的图像的形状（即极小超曲面方程解的形状). 

在三维空间中的二维极小曲面有相当简单的分析的刻画，假设曲面 V 2 由 
径向量 r 给出 ， 7■: D ( u , v ) R 3 ,7- = r { u , v ) , 其中的夕是平面中的区域，其 
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参照于笛卡儿坐标容易验证，如果 U 和 V 为曲面上的共形坐标（即在曲 
面上的诱导黎曼度量有 X ( u 7 v )( du 2 + dv 2 ) 的形状)，则径向 M 是调和的，也就是 

说，它的坐标是调和函数^相对于算于^ + ^而言详细情形请参看 [1 ], 

卷 I , §37, —般来说，相反的事实并不成立，即被调和径向暈盖满的曲面不必是 
极小的.二维极小曲面的拓扑结构十分复杂，特别 ； 虽然在任意逐段光滑围道上 
存在张在上面的极小曲面,但对于给定的边界围道（曲面边緣）不存在极小曲面 
的唯一性定理，除此之外,极小膜还可能有奇点. 

“普拉托问题”，这是一个综合了一堆问题的词条，这些问题均与定义在 fc 维 
曲面类上的 A 维体积泛函的极值流形和绝对极小的研究 有关； 其中所说的这些 
k 维曲面均嵌入在一个承载的黎曼流形之中，井且满足各种各样的边界条件，在 
这类变分问题的丰富演变史中自然地分出了几个期间，它们的特征在于对同样 
的概念的不同处理 T 诸如“曲面”“边界”“极小”等 概念； 还在子对应于进行处理 
时得到极小解的方法.从历史上看，第一个解决的是对 R 3 中具边缘的二维曲面 
所提出的普拉托问题（之后则是在中的).这个问题的参数化形式可如此阐 
述：设 W 为曲面 v 2 C nr 的径向量，即/ : Z ) — JET (局部地）给出一个二维 
区:域 Dc ^ 2 到空间 F 的一个正则映射.于是 vol 2 /( Z )) - j D VEG - F 2 dudv . ^ 
问 题是： 是否可以找到曲面和= f 0 ( D ) 及映射使得它以所给围遒4即嵌 
入在 JET 1 中一组+自交的圆为边缘，并使得这个所求曲面的面积比所有其他以 
同样围道为边缘的曲面 X 2 = f ( D ) 的面积更小？除了这个在具所给边界的所 
有曲面类中求绝对极小的问题外，还考虑在给出的同伦类中求极小的问题,就是 
说，在具固定边界的曲面类中求极小，而这些曲面之间给出了相互同伦的映射. 
在二维情形这些问题己经得到了肯定的解答（例如，参看 \ r %\2-] 的综述).我 
们还留意到，极小膜 XI = MD ) 可以有自交点和其他的奇点（依赖于边界围道 
的构图).关于这个二维问题和与其相关问题的文献数量巨大，但因为我们的基 
本目的是对髙维普拉托问题作一个综述,所以我们让对“二维主题”感兴趣的读 
者参阅[5*】，#•】的综述. 

为了进行髙维问题的分析，我们需要一些与黎曼流形的第二基本型有关的 
概念. 

设/ : 为光滑流形 M fc 到光滑定向的连通闭黎曼流形 IV "的 

光滑嵌入.以 T { M ) 表示流形 M 的切丛，设 T m { M ) 表示 A / 在点 m e Af 处 
的切平面.以 { x , y ) 记向量 : e T m ( A /) 的内积，这个内积是由黎曼度量在 VT 
上诱导的.设▽为 T ( M ) 上的对称黎曼联络，它与该度量相容+像通常那样，以 
V X P 表示对任葸张量场 P 沿 W 上的向量场 X 的相对于联络 ▽ 的共变导数. 
如果 z 向量场 X 在点 m 的值（即平面 T m ( W ) 中的一个向量)，则以代表 
张量场 P 沿方向$的共变导数. 
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为简单起见， 仍以 M k 表示子流形 f ( M k ) C 于是由于在每点 meM 
定义了正交于平面 T m ( M ) 的平面故与切丛 T ( M ) 同时也定义了法丛 
N ( M ). 嵌入 M W 在和 N ( M ) 上产生了自然的黎曼联络.设 y 为 
在子流形 A / 上的一个光滑向量场 . ^ e T in { M ) 为一个任意切向量.按定义, 
v,y = { V x yy \ 其中右边的 ▽ 表示在承载流形阶上给出的刈称黎曼联络，而 
( O r 表示它到切平面 T ^ M ) 上的正交投影.容易验证，这个运算是 T ( M ) 上的 
元挠的黎曼 联络， 即是由嵌入 M — 阶诱导的在 M 上的黎曼度量所唯一决定. 
完全相同地在法丛上也定义了 联络： 考虑丛 N { M ) 的任意光滑截影 V ,即在每 
点 m e A / 给予一个法向量 V ( m ) € N m ( M ). 我们得到了定义在子流形 M 上的 
一 个光滑向量场7如果 : C e T m ( M ), 则令= ( V . y )^, 其中（严为到平 
面 NUM ) 的正交投影，这个运算是 N ( M ) 上的尤挠黎曼联络.转向构造（具任 
意余维）子流形 M 的第 _ 基本型. 

定义1设 : r e T m { M)v e N m ( M ). V 为流形 M 上任意一个包含了向量 
r 的向量场.使得 V 在点 m G A / 的某个邻域中正交于 M . 以公式 Q v ( x ) = 
-( V . V ) T 定义〜个线性映射: T m ( M ) — 这个映射是对称的，从而 

定义了一个双线性形式称其为子流形 m c ⑷的第二 基本型 - 

事实上我们定义了形式的整个族 Q , 其屮的向量 r 起作参数的 作用: 
Q 二 { Qn - q 是有明确定 义的， 就是说不依赖于向量^在流形 w 上向量场 v 
中被包含的方式，并£1光滑地依赖于它的变量， Q 也可以以等价的方式解释为 
在切空间 T m ( M ) 上的双线性对称形式，其取值于法空间事实上，如 
果 x ' y & T m ( M ), 则可定义形式 Q ( x , y)e N m ( M ) 为 ( Q { x , y ), v ) = (QH 我 
们把向量？/包含在流形呢的一个向量场 y 中.使其切于子流形于是有 
Q { x , y )^ { V , Y ) N . 现在可以用形式 Q 来定义子流形 M 的平均曲率了. 

定义2考虑在切苧间 T m { M ) 上定义的第二基本形式 Q . 因为在 T rn { M ) 
上定义了内积，故可以考虑形式 Q 的迹；它是（在每点中的一个向 
量.因此 T 形式 Q 的迹是法丛 N ( M ) 的一个光滑截影 //. 称这个截影为子流形 
M ( ZW 嵌入的平均曲率+ 

如果 M 为流形见中的超曲面，则得到一个纯量的平均曲率丑= trR ^ Q , 
其中丑和 Q 为第一和第二基本型所对应的矩阵. 

定义 3 如果了流形 MdW 的平均曲率丑恒等于零（即在流形的每个点 
上为零)，则称 M 为局部 极小， 


在子流形的平均曲率化零与体积泛函的一阶导数化零之间存在着紧密的联 
系.设给出了光滑的同伦 f t :M 使得每个映射 / t 都是嵌入，其 
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中 / Q = /，而/为原来的那个嵌入.有时称这样的同伦为同痕变差.有下面的 
已知命题. 

命题2设 M 为 W 的紧子流形，^(£) - vol k f t M. 子流形 M 为局部极小 
当且仅当 ^)=0 对流形 M 所有的保持边缘不变的同痕变差中成立. 

at 

那么，平均曲率为零的子流形便是体积泛函的极值流形局部极小”这个词 
的意思是说 ； 当给予在径向和横向的无穷小变差时，子流形的体积“在一阶逼近 
中不变”(即它的一阶导数为零).如果是个有限大小的变差 ： 则体积会变小的，例 
如，对于一个标准球面的赤道就发生这种情形 T 当然它是 M 部极小（它甚至是全 
测地子流形^但它在球面上可收缩为一点，从而不是整体极小子流形 + 我们记 
得，任意全测地子流形是局部极小，这是因为这时第二 基本甩 恒等于零.由于要 
考虑“大变差” 条件， 整体极小性的概念自身是非平凡的 ， 我们在这里给出这类 
“大变差”定义中的一个 + 

定义4设 C 为紧的定向闭子流形.如果给出了 Ofc + 1) 维紧闭 

的光滑定向子流形 ^ fc+1 C W n 使得边缘其中 i - P ) 是个具 
反定向的子形 5 则称 其为加 的 - 个（下 ） 配边形变,这吋称流形为流形 
的（下）羾边变差.在非紧子流形的情形 M CW , 如果在 W 中定义了一个子流 
形其与 A / 在某个紧区域之外相等.并且有一个 0 + 1) 维子流形 K 满足 
dZ cMU (-^ P ), 其中为逐段光滑的边缘 ， 则说给了 M 今 下配边形变. 

在[1]，卷 I , §37 中， 我们介绍了整体极小曲面的例子,它是个在凯勒 ( KaJilcr ) 
流形中的复子流形. 

n . 高 维变分问题与配边论 

考虑在定义了某种拓扑型的曲面类中求绝对和相对极值曲面的经典问题 T 
在流形中指定一个 ( k -1) 维的光滑紧闭子流形为了以后使用方便， 
称其为 “ 围道' 我们考虑所有可能的形如 ( WJ ) 的偶对，其中呢为光 滑的七 
维紧子流形，其边缘同胚于围道次而/ : VT — AJ 为连续（或函段光滑) 
的映射，在边缘上相互恒等. 

问题1设 （ W /) 为这样的偶对，其中呢为所有以 A 为边缘的流形，/ : 
呢 — AZ 为呢到 M 中的映射，在边缘 A 上相同.是否能在这些（呎/)中找出 
一个 (Wo Jo ), 使得映射尨或者流形％在 M 中的像的膜= MW 0 ) 具有某 
种合理的极小性质？特别 7 它应该满足不等式 vol ^ t) ^ vol ^, 其中 X = f ( W ) 
为上面所提及的那些类的任一个膜，而 voU 或者是黎曼体积或者是标准的豪斯 
多夫测度. 
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按照“合理的极小性' 在流形 M 中的膜知= MW ^) 除了满足不等式 
volX Q ^ volX 外，还应理解为存在一个在 X a 中无处稠密的奇点的子集 Z, 使得 
在每个非奇点厂 G X 0 \ Z 有一个 M 中的邻域其交 { X 0 \ Z ) C \ U 由维数不超 
过 k 的光滑了流形构成，其中每个14都是 g 经典微分几何意义下的极小子流 
形，即它彳门的 T 均曲率为苓。 ' 

问题 2 设 （KW 为这样的偶对，其中 y = 为紧的定向闭 （ 维流形, 
g：V ^ 为它到流形的连续（:或逐段光滑）映射，而 x = g(V) 为V在 
M 中的像,如果存在 W) 以及紧子流形 Z, 冇 ru (- W) 和一个连续映 
射 F J — A/ 使得 F\y^g.F\ VJ =g\ 则称 W) 为 (V.g) 的一个配边变差, 
是否在上面提到的这些形状的偶对 ( V ^ g ) 中找到一个如）使得 X 0 ^ gi ) ( V { ；) 
具有合理的极小件，特别，它能满足不等式 voU^o ^ voUX,X = g{V) 为所给出 
的那个类中得到的膜（曲面)？ 

问题2提出了关: T 在已知偶对 { V , g ) 的所有配边变差的类中求体积泛函的 
绝对极小问题. 

与这两个求体积泛函的绝对极小问题一起的自然是要规定出两个关于求相 
对极小的问题. 

问题 1' 设 （ W/) 为那种偶对，其中研为有某个固 定的⑴ 边缘为 A 的 
流形，而 / : W — 呢为所 有连续（或逐段光滑）的映射，它同伦 f 某个固定 
的映射 f ， 并且 在边缘4上不动（即等于固定的同胚边 缘)； 能否找出那样的 
( WJo ) 使得映射扎或膜叉 G = MW ) 作为在 Af 中的像 ； 具有极小性，即有 
volfcXo ^ vohX.X - f ( W ) 为由所给同伦类中得出的任意膜？ 

这是一个关丁在单独一个同伦类中求体积泛函的极小问题,就是说，是个求 
相对极小的问题,不同于前面求绝对极小的问题 7 那是在全部的同伦类中求极小 


的， 


问题设同伦于某个原来给出的映射/ : 其 

中 V* 为一个同定的闭 流形； 能否找到一个映射如，它具有极小性 7 即使得满足 

vol fe .-?o{V) < vo \ k g ( V )? 

我们幵始描述求绝对极小问题的 结果了 为简洁起见，我们称问题1和V为 
“围道粘合”问题，而问题2和 2' 为（闭链）实现问题.这种类型的极小曲面（如 
果存在）则称之为整体极小，在下面将介绍它们的存在性定理. 

我们现在要描述在极小化高维体积泛函时，小维数的不可去掉的分层现象 
的影响，这个影响在二维体积泛函 vob 的极小化过程中没有什么作用，但在较 
高维情形它却起了重要的作用.在图120中展示出围道乂以及膜七= f ± ( W ) 
在中逐渐取得对应于极小面积的那个位置的情形。显然，在某个时刻会发生 
膜的（粘合广坍缩”，这时在图中薄的管状: T 的位置出现了 线段& 在二维时容 
易对此情形进行补救，这只要连续地把它映成一个张在所给围道上的二维圆盘 
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即可.重要的是，这时我们没有损害到膜的参 数化： 所得到的膜像从前一样是某 
个带边二维流形的像. 


A 



a 120 

可以清楚看出， 在 k >2 的高维情形出现上面所描述的类似情形时：将使极 
小化问题极其复杂化.当进行形变的膜曷= 的々 维体积趋向极小时，在 
这个膜中开始出现了粘合,就是说，与原来映射/ = / 0 同伦的映射 A 已不必再 
是个嵌入或浸没，而且甚至其像在呢的某个开子集中的维数也降低了-这造成 
了在像 A = fi ( W ) 中出现维数, S 的片段（或分层）戈其中 sKh - l , 与二维 
的情形不同，这种“低维分层” 一般来说，既不能清除也不能连续地变到膜 x 的 
“大块”（即 t 维部分） x ⑻ 里去，这是因为 g 这些运算下可能会损失掉膜的基 
本性质，即它是某个以 a 为边缘的光滑流形斫的连续像.因为我们的 k 的是在 
形如 X = f ( W ) 的膜中求出极小的那一个，就是说，允许用流形 W 的连续参数 
化，那么在任意消灭“低维分层”的形变中 ； 我们应该要确保经这种扰动后得到 
的膜又仍能像之前那样地参数化（可能是用其他的流形).但正如简单的例子 
所表明的，既不能舍去低维分层，也不能将其变到膜 X 的大块中去（利用 
定义在整个膜上的某个连续映射）而又能使得在一般情形中保持允许连续参数 
化的膜性质不变.或许可以忽略去低维分层而只集中考虑泛函 voL 来简化整个 
问题，这个观点就是说所有的低维分层都不存在（即它们的 / T 维测度为零).但 
是像实际表明的（参看[7^]-[91的细节)，甚至在这个简化了的情形，求极小也 
要求得到关于低维分层行为的广泛信息，以确保膜的参数化. 

我们以通常同调语来描述普拉托问题的提法.由 T h 面所提到的极小化 
高维膜的那些困难，有必要重新制定一个新的更粗略的语言，以消除低维分层 
的影响.在一系列的研究中已迈出了必要的一步，可参看 U + ] [4^] 中的综述. 

设 H ^ A ) 表示（系数在群 G 的）4的 （ A : - 1) 维谱同 调群， 其中4为黎 
曼流形 M 中的围道，是一个闭的 （/? - 1) 维流形.设 d C X C 为 

M 中任意一个 A ; 维曲面，在下文中我们总是把“曲面”看作是在黎曼流形 
中的（豪斯多夫）可测紧集*设{义}为所有这类曲面 X 的集合，使由嵌入 
i : A - X 诱导的同态 t : — Ih i ( X ) 把整个同调群 it 

为零.令丛二 inf 其中 volfcX 像前面那样表 示&维 豪斯多夫测度，或 

以 {X} 

者（如果有定义）可以是黎曼体积.于是发现（例如参看[11-[4^]) ? 总存在（在 
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前面所提的意义下的）极小曲面，也就是说，总存在 fc 维紧集 x D e P 0 使得 
voUXo = 在这种处理方式的框架内分出了两个 方向； 更偏于几何的（参看 

[21J31) 和更偏于泛函的（参看 [1 氺 [4〃】)+ 在通常的同调类中的绝对极小解的 
存在性定理方面.已经证明了显著的 结果； 在几乎处处正则局部解的方面也是如 

此 （ Federe, Fleming ， Almgren ， Reifenberg ， 等等). 


在这种处理方式下所用到情形是：如果X〕 y = 其中 dimX\y < 则 
H k (X) - H k (Y),vo\ k X = vol fe r 这意味不会出现不可消去的低维分层的问题, 
它们不管是在拓扑的观点下还是在度量的观点下都不存在.但是这种用通常的 


同调群来定义诸如“边缘”和 u 张在围道上”这些概念会使我们背离了原先所给 
出的经典描述，这是因为，如果围道4是 M 中仏 -1) 维子流形,为极小曲 
面，它同调地张在围道 A 上，则一般来说，不存在以 A 为边缘的子流形 M 使得 
曲面 X 。的形状 为為二 f { W ). 换句话说， 曲面知 可能不会具有流形的连续参 
数化.详情见 [ r ] 一 [91 

现在回到经典意义下的普拉托问题，它是在以参数化流形给出的膜曲面类 
中求极小解，我们来研究在所有维数上这种膜的行为而不仅仅在最髙维数上. 
为了实现这个思路需要有比管通同调术语更加灵活的语言.为此我们给出在建 
立这种语言要用到的一些定义.设 K D Z 为一对拓扑紧空间. 

定义5 设有其中庐- 1 为紧定向流形,边缘为 0 V ， 而/为连续 
映射厂 ( v ; dv ) ^ ( kz ), ip f { v ) c y , f ( ov ) c z ； 我们称 ( v k -\：n 为 { y , z } 

的一个定向 （fc - 1) 维奇异流形.如果 Z 二 0， 则假定 av 二队称奇异流形 
( VJ ) 配边于零（等价于零）的，是说，如果存在紧定向流形以及连续映射 
F . W ^ Y 使得 a ) 流形 V 是边缘 my 的正则子流形， b ) V 的定向与 W 在它 
上面诱导的定向相同，另外= /, F ( dW \ V ) C Z . 


流形的不交并的运算诱导了奇异流形间的不交并运算，两个奇异流形 （W 7 
/G 和 ( V 2， h ) 称做配 边的， 是指它们的不交并 (VlU^,/lU/2) 配边于零. 

流形偶 （IZ) 的 （fc -1) 维奇异定向流形的配边类集合构成一个阿贝尔 
群 UW 如果在相似结构中只去掉了定向条件则得到了非定向配边群 
N h -,( Y , Z ). 上面所叙述的问题1和2现在可重新叙述.设为 M 中的紧 
闭定向子流形， i ： A ^ X 为嵌入， 其中X为 M 中的曲面. 

问 ® 1能否在那些包含 A 的曲面X中找出一个曲面 X 0 使其具有极小 
性，其中的奇异配边 （A〗） 在X中等价于零？ 

恒同映射 e : A 定义了元素 a G ^ k - i ( A ). 显然，上面所引进的曲面 

X 的类由= 0给出了特征刻画，其中的 G : n h ^( A ) ^ Q ^ X ) 为嵌入 

— X所诱导的同态. 
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问题2能否在所有配边于（等价于）已给奇异流形 ： W — M 的 
奇异流形 { V ,9 \g : K — M 中，找出那样的奇异流形 ( Ko . ffo ), 使得 X 0 = g 0 [ V 0 ) 
具有极小性？ 

与群瓜^和 N k _' 一 起的我们还要用到群^_ 1? 它是模 p 的奇异配边群. 
群满足斯廷罗德-艾伦伯格七条公理中的六条 T 即所谓广义同调论. 
但是与普通同调论不同，一般地，配边群在正维数时不为零.因为单点的普通同 
调群在正维时均为零 7 故这是与普通同调论的本质性差异. 

因为极小曲面一般来说具有奇点（并且这些奇点可能会极其复杂)，所以在 
变分问 题中使 用配边理论时要扩大这个理论的定义域：从胞腔复形类拓展到曲 
面类（即在黎曼流形中的可测紧集).这个过程类似于在普通同调类的情形中构 
造谱同调. 

在后文中说到曲面的配边时我们总要记住是指的“谱配边”.因为群队和 
^是紧群（在有限胞腔复形的情形)，所以把它们拓展到曲面的类不会有障碍+ 
对于配边亿需要更加谨慎处理，即应该考虑群=仏其中 Q P 是 p - 
进位整数群.详细情形可参看 [ IV ]. 

nt . 整体极 小曲面的存在定理的陈述， 其中的 极小曲面是高 维体积泛函的 


绝对极小解 


设 M 为紧的光滑闭黎曼流形，/^为上面所列举的各种配边论中的一个 ， A 
为一个固定的曲面，即在这些理论中的围道-考虑流形 M 中曲面 X 的类，它是 
定义在上面问题1和2中的那种.称这个类为变差，以5表示.在问题1的 
情形，类 B 中的曲面在配边的意义下张在围道 A 上，面在问® 2的情形，类 S 
中的曲面实现为流形 M 的配边群的某个非平凡元.于是在每个这种变分类中 
都提出了求极小曲面的问题.对于类 B 中每个曲面 X ,我们构造它的分 层结构 
X = AIJ 沪 U 炉 _1 U .、 其中沪是在中在其每一点具维数 fc 的最大 
子集； 然后炉- 1 为 X \ A \ S k 中在其每点具维数- 1的最大子集，等等（参看 

我们称子集 f 为一个分层.如果它们均可测，则定义了分层的 
体积 SV ( X ) — ( voUi 9 fc , 表示为具&个坐标的向量.让曲面 X 

在所容许的变差类中变化，即一直保持在变差类 B 中，我们便使得曲面的分层 
体积也在变化.问题现在归结为在所给类万中求具最小分层体积的曲面.我们 
所理解的最小体积向量 $ Vb ^ ( d k ， dw -) 是按照下面字典式排列的意义的， 
先选取 SV { X ) 的第一个坐标的极小，即找出曲面 Xfc ，它满足不等式 

= volfc(X\A) = dk = inf voUfyV^). 

Y 

如果这样的 Xfc 存在，则进行体积向量 SV ( X ) 的第二个坐标的极小化-为此要 
在己经具有极小的第一个坐标的 曲面义 的类（即 vo\ k (X \ A ) = d k ) 中找出曲 
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面 Xfe -!, 使得 


vo\ k _ l X k _ 1 \A\S k = d k _ 1 = inf voUAA'6^ 

如此继续下去 > 在每次极小化下一个分层体积坐标时，前面的所有坐标已经被 
极小化了，并己固定.如果这个过程有明确定义（即已建立了存在性定理，见后 
面)，则最后到达丁某个曲面 ； 它的分层体积在所给变差类 B 中的所有分层曲面 
类中己是整体极小.数 4 = 自然依赖于类 ；?. 以配边理论的语言来提问 

和解决普拉托问题的关键是由本文作者引进的分层体积概念的应用，以及发展 
了在各个维数上进行极小化方法（参看 [7*]-ruir]). 特别，这个思想的进一 
步发展 t 使得在后来证明了在所有同伦类中整体极小曲面的存在性.(见 [12*]) 

定理 1 (基本定理， 参看 [ 7 *]—[ 9 *], [ 11 *]). 

设 M 74 为紧闭光滑流形,满足 tvj{M) = = 0,其中为 M 的同 

伦群，又4 C M 为一个固定的围道，是个曲面.考虑任意一个非空的变 差类琴 
它是以前面给出的配边来定义的，于是在类 S 中总存在光滑的极小曲面；即 
它的分层体积 SV(X U ) = (d k7 d k - l ，- ■ ) = SV B 为极小.这个曲面有唯一定义的 
分层结构（即被分成了各个层二 A \ JS k \ JS h - l \ J - ^ 其中每个子集穿，除 
了可能存在的《维测度为零的奇点集合外，是流形 M 中的一个光滑的极小4维 
子集（即平均曲率为零)，于是山= 

推论1设定理1的假设成立，并设 B 为问题1和2中的变差类（见前面 
的内容).于是在这个类中存在光滑的极小曲面（可能具有奇点，但在每个分层中 
它们构成的子集的测度为0) ; 它是普拉托问题 的解： a ) 在问题1的情形，这个 
曲面是在所有按配边意义下张在围道4上的所有曲面中的极小，也就是说，这 
时使用了边缘为4的流形的连续参 数化; b ) 在问题2的情形,这个曲面是在所 
有实现为该承载流形的配边群中所给元素的曲面中的极小. 


这些结果实际上是一个更一般的光滑极小曲面的存在性定理的推论，这个 
一般性定理在[7*],[8 + ],[111中有证明，在那里是所谓的广义（非常 )( 上）同调理 
论的情形.因为对广义同调论的推述需要用到许多补充材料，我们在这里不再 
关注它了，我们只介绍一个高维变分问题的 例子， 它是以广义上同调的语言阐 
述的. 

设在流形 M 上给出了稳定非平凡的向量丛$考虑所有那样的曲面 X c M 
构成的变差类，使得 （ 在 X 上的限制仍然是稳定非平凡的，于是在这样的曲面 
中一定存在整体极小的曲面（在分层体积的意义下 

在前面我们分别考虑了两种 情形： 张在围道上和闭链的实现，但是最自然 
还是一种混合的问题：寻找这样的极小曲面 7 它既张满围道也在承载流形中实现 
为某个闭链.我们简要地描述 这个混合普拉托问题 的解. 
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设 b 为某个配边理论（见上文)，并设 L = { L p } 为一组固定的子群 L p C 
h p { Al 其中 P 为 整数. 又设/? = {%} 为另一组子群％ C h q ( M ). 

定义6以 B { AJ „ V ) 代表流形 M 中所有那样的曲面 X 的类 , 使得 c 
X C M ,2) L C KcrU ^) L f C Imj *. 其中 i : 4 — XJ : X ^ M 为嵌入映射. 

可以清楚看出，类 3(0,0, V ) 和类 B ( A , L ,( J ) 各自与前面在问题1和2中 
引进的变差类 S 相同.实际上，在每个类 B { A , L , U ) 中总存在整体极小曲面， 
使它的分层体积在字典排列式的意义下最小. 

由于这个定理（参看 [7* j , [ S % [ U *]) 建立了极小化分层体积的曲面的存在 
性.这里所说的分层体积是由曲面各分层的体积组成的序列；于是我们以关于这 
些分层的一系列断言来叙述这个结果. 

设定理1中的假设成立，并设 B { A , L , V ) = B 为任意〜 个非 空的变差类， 
它由具某种给定拓扑型的曲面组成.设为那些数 s n 中最小的数，它使得 
d s = d s ( B ) < oo/S k ^ n . 于是成立下面的一系列命题： 

1) 存在曲面：其最髙次体积（即体积 voU ) 为整体极小.更准确地说，如 
果 { X k } 为所有那样的曲面 X 的类，使得 X e H K vol k ( X \ A ) = d k ^ 
inf vol ,(^\^), 于是我们 断言， 这个类非空且心 < oc . 这种情形下，当办 > 0 

Y 

时 7 每个变差类 { x h } 中的曲面 x 包含了唯一确定的维（即在它的每个点上 
有维数々）子集炉 c X \ A ' 它使得 A \ JS k 是承载流形中的紧集.这时， 曲面义 
的& 维分层即集合炉包含了一个 子集心 （可能为空)，满足 voU 厶= 0,并且 
S k \ Z k % M 中的光滑 fc 维 T 流形. 集合仏 是曲面 X 中所有 fc 维奇点的集合. 
于是 vo \ k S k = vol ( X \ A ) = d k , 如果心= 0,则令炉= 0. 这时的曲面没有 A : 维 
的分层 - 

2) 存在曲面，其不但在最高次体积下为整体极小，而且随其维数减少的情 
形也如此1这个随后的体积是对相应维数的分层进行计算的而这里的分层是包 
含在该曲面之中的.更准确地说.如果 iX k _,} c { X k } 为所有那些 X 的类，其 
中 X G 仏且满足 vo \( X \ A ) - d k , 即 X e { X k }, 并且除此之外还有 

voh.^XXA^) = d k _x = inf 炉)， 

Ve { X k } 

于是我们断言：类 { X k ^} 非空，且 d k - { < oo r 此时，当 d k ^ > 0,这个类 
中的每个曲面包含了一个唯一确定的 （fc - 1) 维的子集妒 - 1 c ，使 

得 4 U 妒 U 妒 - 1 在承载流形中为紧 T 集合炉 - 1 包含了子集 ^-1 (可能为空 
集)，其测度为零 ， 即 vol k _ t H 并且 Z k _ i 在 中的补集，即子集合 
S 卜 1 \ Z k _' 为承载流形中的光滑的0 - 1) 维子流形.它没有边缘且在以- 1 中 
处处稠密.其中满足不等式= voU _ x ( X \/ l \^) = d k ^ > ( J . 如果 
h =0 , 则令 S k _ l = 0+ 
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如此对维数向下继续进行.在随后的一步中，存在的曲面，不仅它的前两个 
体积极小（即最高和随后向下的一个)，而且对维数为 k -2 的第三个体积也要 
极小， 它是对相应于 (^-2) 维分层进行计算的.换句话说 ： 毎个后续的体积是在 
固定所有前面的极小体积的条件下为极小.最后，由类组成的曲面已经是 
在所有维数上的整体极小 7 就是说 ； 所有它的分层的体积极小.进一步说，每个 
分层义 除去可能有的测度为0的奇点集外，都的确是 i 维的光滑极小子流形1 
最后我们说一下在每个同伦类中整体极小曲面的存在定理，分层体积新概 
念的引进和在 [7*] 5 [8^] 5 [ir] 中发展出的极小化的 方法， 使得之后解决了在每个 
曲面的变差类中的普拉托问题，这里所说的是指某个固定映射/ : F — M 的同 
伦所得到的曲面的类.原来，在每个这样的类中都有整体的极小曲面（见 [12^]). 
这里， 分层曲面和分层体积的概念可以在“簇” ( Uarifold ) 的泛函的构架上实现, 
在它的术语下得到了几乎处处正则的极小解的存在定理.因此，目前已经建立 
了的不仅仅是绝对极小解的存在性，而且还有相对极小（在每个同伦类中). 
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